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數學歸納法的要點： 

這種方法的原理在於，首先證明在某個起點值時命題成立，然後證明從一

個值到下一個值的過程有效。當這兩點都已經證明，那麼任意值都可以通過反

覆使用這個方法推導出來。 

1. 證明 n=1 時原式成立。 

2. 若 k 是任意正整數，證明「若 n=k 時原式成立，則 n=k+1 時原式亦成

立」。 

 

最簡單和常見的數學歸納法是證明當 n 等於任意一個自然數時某命題成

立。證明分下面兩步 (當證明物件已知為真時順序不相關）： 

1. 明 「當 n = 1 時命題成立。」 選擇數字 1 因其作為自然數集合中中最小值 

2. 證明 「若/假設在 n = m 時命題成立，可推理出在 n = m+1 時命題成立。（m

代表任意自然數）」 

 

把這個方法想成多米諾骨牌效應更容易理解．例如：你有一列很長的直立

著的多米諾骨牌，如果你可以： 

1. 證明 「第一張骨牌會倒.」 

2. 證明 「只要任意一張骨牌倒了，其下一張骨牌也會因為前面的骨牌倒而

跟著倒。（現實中此假設根據試驗統計與理論模擬，其因果關係可在直覺

上判定為真。）」 

則可下結論：所有的骨牌都會倒下。在這個證明中，推理的過程如下： 

首先證明命題 P(1)成立，即公式在 n = 1 時成立。 

然後證明從命題 P（m） 成立可以推演出命題 P（m+1） 也成立。 

根據上兩條從命題 P(1)成立可以推理出命題 P（1+1），也就是命題 P(2)成立。 

繼續推理，可以知道命題 P（3）成立。 

從命題 P(3)成立可以推導出命題 P(4)也成立。 

不斷的重複推導下一命題成立的步驟。（這就是所謂「歸納」推理的地方） 

我們便可以下結論：對於任意自然數 n，命題 P（n） 成立。 



數學歸納法的例題： 

l 第一數學歸納法 

1.  

 

 

 

 

 

 

 



l 反向數學歸納法 

2.  

 

 

 

3. n 屬於 N，f(n)=9^(n+1)-8n-9，試證 f(n)必為 64 之倍數。 

<Sol> 

n=1,f(1)= 81-8-9 =64 

當 n=k 時，f(k)= 9^(k+1)-8k-9=64t 

當 n=k+1 時， 

f(k+1)= 9^(k+2)-8(k+1)-9 

=9*9^(k+1)-8k-8-9 

=[9^(k+1)-8k-9]+8*9^(k+1)-8 

=64t+8[9^(k+1)-1] 

=64t+8*(9-1)*[9^k+9^(k-1)+……..+1] 

=64t+64[9^k+9^(k-1)+……..+1] 

故得證 



4. n 為正整數，1/2[10^(2n) + 5 × 12^n – 6 ]定為正質數 p 之倍數。 

<Sol> 

(1)推測 p 之值? 

n=1, 1/2 (100+5×12 - 6)=11*7 

n=2, 1/2 (10000+5×144 - 6)= 5357=11*487 

p=11 

(2)請以數學歸納法，證明(1)之結果。 

當 n=k, 1/2[10^(2k) + 5 × 12^k – 6 ] = 11 t 

當 n=k+1, 

1/2[10^(2k+2) + 5 × 12^(k+1) – 6 ] 

=1/2[100*10^(2k) + 12×5 × 12^k – 6 ] 

=1/2[12*10^(2k) + 12×5 × 12^k – 6 +88*10^(2k)] 

=12*(11t)+44*10^(2k) 

=11[12*t+4*10^(2k)] 故得證 

 

 

 

5. 對於所有的 n 屬於 N，2^(8n+1)-2^4n 之個位數字為 6。 

<Sol> 

n=1, 2^9-2^4=512-16=496 

n=k, 2^(8k+1)-2^4k=10t+6(個位數字為 6) 

n=k, 2^(8k+1+8)-2^(4k+4) 

     =256*2^(8k+1)-16*2^(4k) 

     =[255*2^(8k+1)-15*2^(4k)]+[10t+6] 

255*2^(8k+1)必為 10 的倍數 

15*2^(4k)也必為 10 的倍數 

故得證 

 

 

 

 

 

 



6.對於所有的 n 屬於 N，(n^5)/5+(n^4)/2+(n^3)/3-(n/30)必為自然數。 

<Sol> 

n=1,1/5 + 1/2 +1/3 – 1/30 =(6+15+10-1)/30=1 

n=k, (k^5)/5+(k^4)/2+(k^3)/3-(k/30) = t (t 為自然數) 

n=k+1, 

(k+1)^5 /5+(k+1)^4 /2+(k+1)^3 /3-(k+1) /30 

=(k^5 + 5 k^4 + 10 k^3 + 10 K^2 + 5k +1)/5 

+(k^4+4 k^3+6 k^2+4 k+1)/2 + (k^3+3k^2+3k+1)/3 -(k+1)/30 

=t+( 5 k^4 + 10 k^3 + 10 K^2 + 5k +1)/5 

+( 4 k^3+6 k^2+4 k+1)/2 + (3k^2+3k+1)/3 -1/30 

=t+( k^4 + 2k^3 + 2K^2 + k)+( 2k^3+3k^2+2k)/2 + (k^2+k)/3 

+[1/5+1/2+1/3 -1/30] 

=t+( k^4 + 2k^3 + 2K^2 + k)+( 2k^3+3k^2+2k)/2 + (k^2+k)/3+1 

故得證 

 

 

6. 比較 2^n 與 n^2 之大小，並將其結果，以數學歸納法證明之。 

<Sol> 

2^1>1^2 

2^2=2^2   2^3<3^2   2^4=4^2   2^5>5^2   2^6>6^2 

所以當 n>4， 2^n>n^2 

n=k ， 2^k > k^2 (k>4) 

n=k+1， 

左式 2^(k+1)=2*2^k       右式(k+1)^2=k^2+2k+1 

2*2^k- (k^2+2k+1)=( 2^k- k^2)+ [2^k- (2k+1)] 

因為 2^k> k^2 

所以 2^k- (2k+1)> k^2- (2k+1)= (k^2- 2k+1)-2=(k-1)^2-2 

k>4，(k-1)^2-2>0 

所以 2*2^k- (k^2+2k+1)=( 2^k- k^2)+ [2^k- (2k+1)]>0 

故得證 

 

 

 



7. n 為任意正整數，且 a1，a2，a3，...，an 均為正數 ，試

證:(1+a1)(1+a2)(1+a3)...(1+an)>=1+a1+a2+a3+...+an。 

<Sol> 

n=1 ， 1+a1=1+a1 (合) 

n=2 ， (1+a1) (1+a2)=1+a1+a2+a 1a 2 > 1+a1+a2(合) 

設 n=k 亦合，則 

(1+a1)(1+a2)(1+a3)...(1+ak)>=1+a1+a2+a3+...+ak 

n=k+1 

(1+a1)(1+a2)(1+a3)...(1+ak) (1+a(k+1)) 

=[(1+a1)(1+a2)(1+a3)...(1+ak)]+ [(1+a1)(1+a2)(1+a3)...(1+ak)] a(k+1) 

(1+a1)(1+a2)(1+a3)...(1+ak)>=1+a1+a2+a3+...+ak 

又[(1+a1)(1+a2)(1+a3)...(1+ak)]>=1 

所以[(1+a1)(1+a2)(1+a3)...(1+ak)] a(k+1)> a(k+1) 

(1+a1)(1+a2)(1+a3)...(1+ak) (1+a(k+1)) >=1+a1+a2+a3+...+ak+a(k+1) 

故得證 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



8. 證明：對所有正整數 以下不等式皆成立。 

<Sol> 
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不適合用數學歸納法的情況 

Claim：任何兩匹馬顏色都是相同的 

Fact：兩匹馬顏色是相同的 

By Induction 

Basic Step：n=2 的時候成立 

Inductive Step：假設 n>=2，並且對於 n=x 是成立的，那麼對於 n=x+1 因

為此時 x 匹馬的顏色是相同的，因此 x1 到 xn 的顏色是相同的，x2 到 

x(n+1) 的顏色是相同的。並且由於 n>=2，兩個集合之間肯定有交集。根據

等價關係的性質，x 和 x(n+1) 的顏色也是相同的，因此 n+1 匹馬的顏色

是相同的。 

對於任意的 n，n 匹馬的顏色是相同的。 

Fact：世界上的馬的個數是某個自然數 m。 

m 匹馬的顏色是相同的。 

因此所有馬的顏色是相同的。 

1. n=1 時這個證明過程不成立，n>=2 才可成立。 

2. 從 x=1 的情況無法推出 x=2 的情況 

3. 他只假設了 n 匹馬是同一種顏色，僅僅是從 1 開始算的時候，不代表 n

大於等於 2 的時候假設也能成立 

4. 設 x=n 時有 n 匹馬為同一種顏色，當 x=n+1 時 

      (1)只能得到:在 n＋1 匹馬中存在 n 匹馬為同一種顏色。 

      (2)不能得到:在 n＋1 匹馬中任取 n 匹馬為同一種顏色。 

      所以當你以某一種方式取其中 n 匹馬時，不能保證顏色相同。 

 

結論： 

皮亞諾公理(Peano Axioms)視數學歸納法不證自明，設作公理，而於策梅洛-

弗蘭克爾集合論，數學歸納法可從良序定理（well-ordering theorem）推導出

來。 而需要注意的是數學歸納法只能判定給定命題的真，而不能證偽，因為在

形式變換這一過程需要一定技巧與靈感。抽象的概念如自然數，可通過抽象的

工具去處理。通過有限的步驟處理無限的物件如證明質數的無窮。 
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