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介紹

大約兩年前，三位物理學家在研究中微
子震盪時，偶然間發現了新的用來解特
徵值以及特徵向量的辦法(雖然在事後似
乎有人發現19世紀時就有人提出這個辦
法，但沒有大量宣傳，在本篇不做討論)，
他們立即將他們的發現傳給陶哲軒請求
他幫忙證明。陶哲軒提出三種證明法之
後連同三位物理學家發表了一篇論文。

報告大致介紹了微中子與線性代數的關
係以及其證明，內容牽扯到許多量子力
學的觀念，可以說量子力學就是線性代
數的延伸。注意：本篇內容中所使用的
機率與一般我們所學的統計上的機率不
同，為物理上的機率。報告內對微中子
的講解也以對沒學過量子力學的人容易
理解的方式進行，並非完全正確以及嚴
謹的。



微中子震盪與線性代數



用矩陣表示微中子的
震盪

微中子有三種分別用三種不同的向

量來描述，這三種都不是正常的

energy eigen state，是eigen state

的super position(疊加態)，因為薛

丁格方程會決定一個vector在希爾

伯特空間的隨時間演化，且薛丁格

方程的演化與能量有關，Basis是

energy eigen state 所以basis不變，

所以我們可以得到



U是linear transformation 的過程(可以看到他由三

個旋轉矩陣組成，代表他有三個旋轉方向)

Vi(i=1 2 3)是三個basis vector

Vi經過U這個linear transformation 會產生Vα

U即為某個微中子震盪到另一個微中子的機率



最後面的矩陣要在微中子是Majorana particle時成立所以暫不討論

Majorana particle這個粒子跟他的反粒子一樣

PMNS矩陣(微中子震盪矩陣)



從特徵值到特徵向量

今有一n×n hermitan matrix A 
有特徵值 與特徵向量Vi且我
們將第i個特徵向量當中的第j個元
素記為VI,j又有一A (n-1)×(n-1)
之子矩陣M。M是將A的第j行與
第j列消除而得

先說最後的結果



Example

今有一矩陣A=[1，3][3，9]我們可
以算出其特徵值為0與10

根據公式 V1,1的平方會=(10-
9)/10-0=1/10

V1,2的平方會=(10-0)/10-
0=9/10

也就是說V1=<1,3>，<1,-3>

同理應用到V2可得<3,1>，<3,-1>



第一個證明[引理]



Cauchy-binet定理

B為一n×n-1之矩陣

這裡有一個特殊的

前提便是A必須有一

特徵值為0在證明中

更將她設定為第n個

另外證明還將B換成一(n-1)×(n-1)在之後的證明可以當作submatrix 用

結論最後左式與右式都會=圖片左下角那個東東(我不會打那個算式)



證明第二階段

由於第一段的前提前提必須要有一個特徵值為0為了改善這項限制第二段直

接把第n個特徵證明也說了這樣會改變其餘的特徵值



第三階段

等式右邊可以

用第一階段的引

理並使B第一列為零其餘皆為單位矩陣第一階段的左式對應到此式的右式



用伴隨矩陣證明





(4)為伴隨矩陣的性質，接著我們讓兩邊同乘特徵向量vj  

(λIn−A)∗vj=λvj−λjvj      (λIn−A)−1∗vj=(λ−λj)−1∗vj

再應用det()=特徵值連乘 得到(5)

取特徵向量v1,v2,...,vn作為標準正交基

對(5)乘vj*後連加得(6)，取λ为λj得(7)成立
去



因此(7)左邊伴隨矩陣的對角元素也等於右邊的對角元素(就
是我們想要的平方賦范特徵向量)，根據伴隨矩陣的定義

得到(7)左邊伴隨矩陣的對角元素
證明完畢。



稍微帶一下重點
1.針對共軛對稱矩陣
2.求的是平方賦范特徵向量
3.僅通過特徵值和主子矩陣的特徵值求解
4.揭示了特徵值和特徵向量之間的關西
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