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1.代數

Determine all polynomials 𝑃(𝑥) with real coefficients 

such that

𝑥 + 1 𝑃 𝑥 − 1 − 𝑥 − 1 𝑃 𝑥

is a constant polynomial.

定義實係數多項式𝑃(𝑥)使得

(𝑥 + 1)𝑃(𝑥 − 1) − (𝑥 − 1)𝑃(𝑥)為常數多項式



類似題：

定義實係數多項式𝑃(𝑥)使得

𝑥 + 100 𝑃 𝑥 − 1 − 𝑥 − 999 𝑃 𝑥

為常數多項式



2.數論

有一數列 𝑎1, 𝑎2,…., 𝑎𝑛 由 1,2, … , 𝑛按順序組成。

試問是否存在正整數 𝑛，可以讓

0, 𝑎1 , 𝑎1 + 𝑎2, 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 , …... , 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛

這 𝑛 + 1個數除以 𝑛 + 1都有不同的餘數？



3.幾何

令G為直角三角形ABC的重心，且 ∠𝐵𝐶𝐴 = 90 ° ，

令P是 AG上的一點，使得∠𝐶𝑃𝐴 = ∠𝐶𝐴𝐵，令Q

是BG上的一點，使得∠𝐶𝑄𝐵 = ∠𝐴𝐵𝐶，證明三

角形𝐴𝑄𝐺的外接圓和三角形𝐵𝑃𝐺相交於AB邊上

的一點



4.代數

Let 𝑛 be a positive integer. 

For any positive integer j and positive real number 𝑟, 
define 𝑓𝑗 𝑟 and 𝑔𝑗(𝑟) by 

𝑓𝑗 𝑟 =min(𝑗𝑟, 𝑛)+min(
𝑗

𝑟
, 𝑛)

𝑔𝑗(𝑟)=min( jr ,𝑛)+min(
𝑗

𝑟
, 𝑛)

where 𝑥 denotes the smallest integer greater than or 
equal to 𝑥.

Prove σ𝑗=1
𝑛 𝑓𝑗 𝑟 ≤ 𝑛2+𝑛 ≤ σ𝑗=1

𝑛 𝑔𝑗 𝑟

for all positive real numbers 𝑟.



4.

令𝑛為一個正整數，

對正整數𝑗，正實數𝑟，定義函數𝑓𝑗 𝑟 、𝑔𝑗(𝑟)

𝑓𝑗 𝑟 =min(𝑗𝑟, 𝑛)+min(
𝑗

𝑟
, 𝑛)

𝑔𝑗(𝑟)=min( jr ,𝑛)+min(
𝑗

𝑟
, 𝑛)

𝑥 為所有大於等於𝑥的整數的最小值

證σ𝑗=1
𝑛 𝑓𝑗 𝑟 ≤ 𝑛2+𝑛 ≤ σ𝑗=1

𝑛 𝑔𝑗 𝑟



5.幾何

令𝑂點為銳角三角形𝐴𝐵𝐶的外心。

一個圓𝛤經過頂點A且分別交𝐴𝐵及𝐴𝐶於𝑃、𝑄兩點

並使得∠𝐵𝑂𝑃 = ∠𝐴𝐵𝐶、∠𝐶𝑂𝑄 = ∠𝐴𝐶𝐵。

請證明𝐵𝐶鏡射於𝑃𝑄之線段為𝛤之切線。



令三角形 𝑂𝐵𝑃的外接圓與 𝐵𝐶相交於點 𝑅和點 𝐵，且令∠𝐴,∠𝐵,∠𝐶分別代表 𝐴, 𝐵, 𝐶三

頂點的角度。因為∠𝐵𝑂𝑃 =∠𝐵且 ∠𝐶𝑂𝑄 =∠𝐶，可得：

∠𝑃𝑂𝑄 = 360° − ∠𝐵𝑂𝑃 − ∠𝐶𝑂𝑄 − ∠𝐵𝑂𝐶 = 360° − (180° − ∠𝐴) − 2∠𝐴 = 180° − ∠𝐴

這意味著 𝐴𝑃𝑂𝑄是一個圓內接四邊形。因為 𝐵𝑃𝑂𝑅是圓內接四邊形，所以：

∠𝑄𝑂𝑅 = 360° − ∠𝑃𝑂𝑄 − ∠𝑃𝑂𝑅 = 360° − 180° − ∠𝐴 − 180° − ∠𝐵 = 180° − ∠𝐶

這意味著 𝐶𝑄𝑂𝑅是一個圓內接四邊形。

因為 𝐴𝑃𝑂𝑄和 𝐵𝑃𝑂𝑅都是圓內接四邊形，所以：

∠𝑄𝑃𝑅 = ∠𝑄𝑃𝑂 + ∠𝑂𝑃𝑅 = ∠𝑂𝐴𝑄 + ∠𝑂𝐵𝑅 = (90° − ∠𝐵) + (90° − ∠𝐴) = ∠𝐶

因為 𝐶𝑄𝑂𝑅是圓內接四邊形，所以∠𝑄𝑅𝐶 = ∠𝐶𝑂𝑄 = ∠𝐶 = ∠𝑄𝑃𝑅(圓周角=弦切角)，

也就意味著三角形 𝑃𝑄𝑅的外接圓與𝐵𝐶相切。

此外，因為∠𝑃𝑅𝐵 = ∠𝐵𝑂𝑃 = ∠𝐵，

∠𝑃𝑅𝑄 = 180° − ∠𝑃𝑅𝐵 − ∠𝑄𝑅𝐶 = 180° − ∠𝐵 − ∠𝐶 = ∠𝐴 = ∠𝑃𝐴𝑄

意味著 𝑃𝑄𝑅的外接圓是 𝛤過 𝑃𝑄鏡射。

由 𝑃𝑄的對稱性，意味著 𝐵𝐶透過 𝑃𝑄鏡射後是𝛤的切線


