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一.黎曼生平



u 黎曼是推進數學的一名重要人
物，六歲時開始與父親學習算數，
據說於14歲前，黎曼已研究瑞士數
學家李昂哈德·歐拉、法國數學家
阿德里安-馬里·勒壤德等人之著
作，其一即為數論，非但只使用六
天時間，同時在數月後還可清晰解
釋書中內容。

u 西元1846年，19歲的黎曼進入哥
廷根大學神學院，主修神學與哲學。
期間曾參加數學王子-高斯的最小
二乘法講座，由此確立其志向後向
父親請願轉往數學界發展。



u 28歲時，黎曼發表了其第一次演講—「論作為幾何基
礎的假設」，開創了黎曼幾何。

u 西元1862年，與其妻埃莉澤·科赫結婚。4年後，因兩
國軍隊發生衝突，在逃離途中因肺結核於城市塞拉斯卡去
世，享年39歲。

u 黎曼的老師為知名的數學學家—高斯。高斯的一生，
除了給出許多當時數學界難以解決的證明，還培養許多傑
出弟子，黎曼的第一篇論文，是由高斯與其一同完成的。
同時黎曼走向幾何學發展，也與高斯有關。



二:黎曼對數學界的
貢獻及後世評論



u 黎曼一生的創作有黎曼ζ
函數、黎曼積分、黎曼引理等，
其中最重要的，莫過於黎曼幾
何以及黎曼猜想。黎曼猜想於
西元2005年受美國克萊數學促
進會宣布為七個千禧年難題之
一，直至今日，7道千禧年難
題只解決了一個，此凸顯出黎
曼猜想的難易程度極高。



黎曼後世評論:

u希爾伯特曾說:如果能在500年
後重回人間，我第一個想明白
的，是黎曼猜想究竟有沒有得
到證明。

u美國數學學家蒙格瑪利表示，
「如果有魔鬼答應讓數學家獻
計靈魂以換取一道數學命題的
證明，多數數學家將會選擇黎
曼猜想」。



三:由黎曼延伸的
有趣問題



u 一開始，我們需要了解些許先備知識。有人曾說，全體自然
數之和等於-1/12，其實這是關於黎曼ζ函數的一則有趣數學
問題。

一開始，我們先簡單介紹一下歐拉級數，歐拉級數如下所示:
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u 介紹完歐拉級數後，接著我們介紹黎曼ζ函
數的形式。黎曼ζ函數是由歐拉級數延拓而成，
型態如以下所示:
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When s≠1, s ∈ C, ζ s = !
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+$,!dx (式2)

當s=-1時, 我們不能帶入式1，須帶入式二，如
此得到的結果便非為-1/12

為此，全體自然數的和等於-1/12此說法，在數
學界是不成立的。



u 一提到黎曼猜想，我們須先從數學界最特別的—質數說起。
古人很早便得知質數是無限多個的，由歐幾里得給出證明，
證明方式如下:

設質數是有限個(反證法)，則會出現最大的質數是p，以下
為此題預設之質數數列:<2.3.5.7.11.13.….p>

令q=(2×3×5×7×…×p)+1，接著探討q的性質為何
1. 若q為質數，q>p，但p為最大質數→矛盾
2. 若q為合數，則q須找到除了1與其自身之外的因數，但q
不是<2.3.5.7.….p>的倍數，也就是非任何質數的倍數，
因此q為合數不成立

3. 統合以上因素，我們確定q不存在，q不存在的前提條件
為質數是有限個，因此質數是有限個此命題不成立，意
即「質數是無限個」



u 既然質數是無限個，我們可進一步探討質數的分布。歐拉於

前一部份提到其級數ε s = !
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+ !
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+⋯，事實上他在研

究質數時，還推導出了下列兩條式子:

1. ε s = ∏-(1 − p,&),!,p為全體質數
2. π x 意思為小於x所有質數的個數 ≈ *

./ *
這三條式子經過後人推展後，衍伸出了質數定理，由高斯及

勒讓德提出p(x)(意思為質數之密度)≈ !
./ *

勒讓德則提出猜想:π x = ∫(
* 01
./ 1+ c ，c為常數，科赫指出，

若黎曼猜想成功被證實，則c~ x ln x



u 接著進入正題，我們來解釋何謂黎曼猜想。

前述提到許多次 ε s = !
!! +
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數，透過延拓之後，可以寫成一串式子:
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u 此時的定義域為｛s｜s≠1,s ∈ C｝
u 當 ζ s = 0，我們稱此情形為平凡零點，而平
凡零點的解，已被證實是 s=-2n,nϵN。

u 當ζ s ≠ 0，我們稱此情形為非平凡零點，但
非平凡零點的解，目前還是無法得知

u 黎曼猜想，非平凡零點的解，皆位在s = !
"+

bi ，也就是實部為!
"的直線上，當時的黎曼沒

有確切得到證明，因此後世將其命名為—黎曼
猜想。



u 黎曼猜想目前尚未得到證明，但是已有了些許進展，當時黎曼
礙於式子的繁雜程度未進行精密計算。西元1896年，法國數學家
雅克·所羅門·阿達馬與比利時數學家德拉瓦·莱普森，將非平凡零點
的範圍縮小成實部介於(0,1)之間，也就是0+bi<s<1+bi 。西元1903
年，格拉姆算出了15個非平凡零點皆位於s = !

"+ bi 之上，到了
1932年，打孔計算機的發明，計算出了1041個非平凡零點。西元
1982年，人們將平凡零點的計算推廣到了3億個，且無一例外都不
違背黎曼猜想。直至今日，人們靠著大型計算機計算了13億個非
平凡零點，當然，仍舊符合黎曼猜想。



u 而黎曼猜想到了現在，也曾被幾人宣
布證明，其中最近的一次是英國數學家麥
可·弗朗西斯·艾提亞(西元1929年－西
元2019年)，他被譽為當代最偉大的數學
家之一。在西元2018年，艾提亞爵士在德
國海德堡的獲獎者論壇中發布論文，然而
最終此證明並不成立。

u 黎曼猜想的重要性在於，若黎曼猜想
成功被證實，將有1000多條命題晉升為定
理，但假設若不成立，將會使許多數學家
的心血白費。黎曼猜想可謂當今數學界最
看重的難題。



四:參考資料來源
【黎曼】為數學而生的天才!極富才華和創造力，留下黎曼猜想價值百萬美金【天才簡史】

https://www.youtube.com/watch?v=kgsDeWjppYU&t=380s

維基百科-麥可．艾提亞

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%BF%88%E5%85%8B%E5%B0%94%C2%B7%E9%98%BF%E8%92%82%E4%BA%9A

1+2+3+4+…=-1/12? 李永樂老師講黎曼猜想(1)

https://www.youtube.com/watch?v=T93SayXhw2w

質數多重要?數學家歐拉和高斯是如何研究質數的?李永樂老師講黎曼猜想(2)

https://www.youtube.com/watch?v=4vbcC4TcMGc

懸賞100萬美元的”黎曼猜想”有多難?李永樂老師講甚麼是黎曼猜想(3)

https://www.youtube.com/watch?v=NeoDdnSlRjk

維基百科-赫爾曼·格拉斯曼

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%B5%AB%E7%88%BE%E6%9B%BC%C2%B7%E6%A0%BC%E6%8B%89%E6%96%AF%E6%9B%BC

維基百科-雅克·阿達馬

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%9B%85%E5%85%8B%C2%B7%E9%98%BF%E8%BE%BE%E9%A9%AC

維基百科-卡爾·弗里德里希·高斯

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8D%A1%E7%88%BE%C2%B7%E5%BC%97%E9%87%8C%E5%BE%B7%E9%87%8C%E5%B8%8C%C2%B7%E9%AB%98%E6%96%AF

維基百科-伯恩哈德·黎曼

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BC%AF%E6%81%A9%E5%93%88%E5%BE%B7%C2%B7%E9%BB%8E%E6%9B%BC

每日頭條-為創造而生的數學家—黎曼

https://kknews.cc/zh-tw/science/op4jk26.html

維基百科-李昂哈德·歐拉

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%90%8A%E6%98%82%E5%93%88%E5%BE%B7%C2%B7%E6%AD%90%E6%8B%89

維基百科-哥廷根大學

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%93%A5%E5%BB%B7%E6%A0%B9%E5%A4%A7%E5%AD%A6

英才早逝的黎曼 戴久永

http://episte.math.ntu.edu.tw/articles/mm/mm_04_4_26/index.html

u
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