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作品名稱 變形Chebyshev尋蹤記-連續函數與多倍角公式研究

得獎名次

研究目的 找出並分類：以下考慮之函數範圍中的多倍角函數。
一、定義域為ℂ之解析函數
二、定義域為[0, ∞)之連續函數

分析作品 本科展發想自閱讀 A.F.Beardon所著之 Algebra and Geometry 時，於習題中發
現了切比雪夫多項式的概念。



簡述作品(變形Chebyshev尋蹤記-連續函數與多倍角公式研究)



作品名稱 圓周上跳躍回歸問題之研究

得獎名次

研究目的 一、圓周上相異 n 個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的最小變
換數。
二、圓周上相異 n 個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的所有可
能變換數。
三、圓周上相異 n 個點變換成與下一點所成弧之 p : q處，求某點回歸的最小
變換數。
四、圓周上相異 n 個點變換成與下一點所成弧之 p : q 處，求某點回歸的所有
可能變換數。
五、圓周上相異 n 個點在特殊初始位置座標之回歸性質研究。

分析作品 本科展發想自第 27 屆環球城市數學競賽試題：「12 隻蚱蜢處於圓周上的不
同點，牠們將圓周分割成 12 段弧，每步每隻蚱蜢同時沿順時針方向跳到以牠
為端點的弧之中點，得到新的 12 段弧，繼續這樣的跳步，則是否能在 12 步
後至少有一隻蚱蜢回到初始點？」



簡述作品(圓周上跳躍回歸問題之研究)



作品名稱 對稱構造多邊形有向面積等面積線探討

得獎名次

研究目的 一、證明三角形利用對稱方法所構造圖形的等面積線是圓形
二、證明四邊形利用對稱方法所構造圖形的等面積線可能為直線、圓或平面
三、找到對稱構造等面積線是直線的四邊形
四、探討對稱構造 n 邊形的等面積線
五、探討對稱構造 n 邊形等面積線是直線的情形
六、找出等面積線與原圖形性質的關聯性

分析作品 本科展發想自國中所做的數學科展



簡述作品(對稱構造多邊形有向面積等面積線探討)



作品名稱 正多邊形內接指定內角三角形之研究

得獎名次

研究目的 一、探討適合本篇研究的「指定內角三角形」之作圖法。
二、探討頂點在三不完全平行且不共點的相異直線上之「指定內角三角形」
其定點 K 的存在性。
三、探討任意三角形中「內接指定內角三角形」存在之條件。
四、探討任意三角形中「內接指定內角三角形」之面積極值。
五、探討正 n 邊形中「內接指定內角三角形」之面積極值。

分析作品 本科展發想自中華民國第 54 屆中小學科學展覽高中組作品「探討正 n 邊形的
內接正三角形」



簡述作品(對稱構造多邊形有向面積等面積線探討)



作品名稱 整數分割

得獎名次

研究目的 一、解決將 n 顆相同的球放入 3 個相同的箱子裡的方法數。
二、解決將 n 顆相同的球放入 4 個相同的箱子裡的方法數。
三、試圖將m = 3,4 的幾何解法抽象化到一般的m 並嘗試尋找「是否存在將
n 顆相同的球放入m 個相同的箱子裡的方法數的公式？」
四、求得 𝑓! 𝑛 各項係數的一般式。
五、什麼條件下， , 𝐴!,#$ 會是 k 階等差數列。
六、 Δ%𝐴!$的求法。

分析作品 本科展發想自高一下學期上排列組合時的一道題目：「將 5 顆相同的球放入
三個相同的箱子裡，總共有幾種不同的方法？」



簡述作品(對稱構造多邊形有向面積等面積線探討)



作品名稱 Lissajous的神祕面紗

得獎名次

研究目的 一、什麼情況下 Lissajous 曲線會是重和的？
二、Lissajous 曲線的二重點(double point)個數。
三、二維 Lissajous 的連續性質。
四、三維 Lissajous 的性質討論。

分析作品 本科展發想自一本書《數學女孩：圓圓的三角函數》，書中有提到，兩個互
相垂直的三角函數，其產生的軌跡即是利薩如曲線



簡述作品(Lissajous的神祕面紗)



作品名稱 莫忘初衷–競賽圖中的環形多邊形之個數探討

得獎名次

研究目的 在給定的任意正整數 n 與m 的條件下(其中n ≥ m)，求出凸 n 邊形內環形m 邊
形的最大值。

分析作品 本科展發想自數學老師提供的數學研究期刊，其中有一個主題是：在一個凸
多邊形中，兩兩用單向的箭頭連起來，這樣的一張圖中，竟包含了許多環形
的路徑。



簡述作品(莫忘初衷–競賽圖中的環形多邊形之個數探討)



作品名稱 尋找消失的鑲接正n邊形

得獎名次

研究目的 一、𝑛條平行線鑲接正𝑛邊形作圖法及討論解的情形
二、𝑛條從一點出發的相異射線鑲接正𝑛邊形作圖法及討論解的情形
三、𝑛條交於一點的相異直線鑲接正𝑛邊形作圖法及討論解的情形
四、任意𝑛邊形鑲接正𝑛邊形作圖法及討論解的情形
五、𝑝邊形鑲接正三、四邊形作圖法及討論解的情形

分析作品 本科展發想自練習題：給定三條相異之平行線，作一正三角形，使其三頂點
分別落在三條平行線上。



簡述作品(莫忘初衷–競賽圖中的環形多邊形之個數探討)



作品名稱 Menger Sponge點邊面的探討

得獎名次

研究目的 令𝑀&為第 n 階的門格海綿：
一、針對不同長度的 true edges，求其元素數量
二、針對不同類型的 true faces，求其元素數量
三、針對不同度數的 true vertices，求其元素數量
四、計算Menger Sponge 的虧格數

分析作品 本科展發想自數列與級數的單元中曾經遇到的問題：『一單位長的正方形，
第一次將其平分成 9 塊（九宮格形），然後挖去中間一塊。第二次再將剩餘
各小正方形各平分成 9 塊，分別去掉中間各一塊，之後依此類推（如中下圖
所示）。試求執行 n 次後，所刪去掉的面積總量為何？』





作品名稱 「隔」格不入─阻隔集最小值之性質研究

得獎名次

研究目的 一、補充詳解中 b(m,n,𝑆#)及b(m,n,𝑃#)證明之不足
二、求出 b(m,n,𝐿#)之值
三、求出m×𝑛×𝑙三維空間b(m,n,𝑙, 𝑆#')、b(m,n,𝑙, 𝑃#')及 b(m,n,𝑙, 𝐿#' )之值

分析作品 本科展發想自TRML 考古題:在m×n 棋盤中放置若干阻隔點，使得給定的圖形
A 經任意旋轉翻轉並放入棋盤中，皆會碰到至少一個阻隔點，這些阻隔點所
形成的集合稱之為「阻隔集」。而目標是找出最少須放置幾個阻隔點，即求
出阻隔集的最小值。





作品名稱 繁星似海－圓上圖形最大值探討

得獎名次

研究目的 在不同的圓上（半徑不一定要相同且圓不一定要共心）各取一點，再依照順
序（順／逆時針）連接便可繪出一個多邊形，此多邊形會因各點取的位置不
同，而有千變萬化的情況。我們此次的研究目的便是要探討：在畫出的眾多
情形裡，有最大周長或最大面積時，此多邊形會有何性質。

分析作品 本科展發想自第34屆的科展作品：「空間中任三直線上各取一點所連成三角
形的最小周長」







•畢氏數

•互質畢氏數

•互質畢氏數家族

•互質畢氏三元樹

•費氏規則

名詞解釋
又名勾股數
是符合畢氏定理𝑎² + 𝑏² = 𝑐²
的正整數解(𝑎, 𝑏, 𝑐)畢氏數中(𝑎, 𝑏, 𝑐)的最大公因數等於1

由同一生成公式產生的 (𝑎!, 𝑏!, 𝑐!)
註：此研究舉例歐幾里得家族。

由 𝑎", 𝑏", 𝑐" 為(3,4,5)開始
以三個相異的迭代公式建構
而成的數
此研究舉例
Ø 貝格倫三元樹
Ø 普萊斯三元樹
Ø 菲爾斯托夫三元樹數列中每一個數字必須是
前兩個數字的和



數學介紹——迭代

條件： (1)確定迭代變量

(2)建立迭代關係式

(3)對迭代過程進行控制



動機分析

參加科展接觸
互質畢氏三元樹

參考文獻資料
——費馬三元數

猜想貝格倫、普萊斯
與菲爾斯托夫三元樹
中所有畢氏數皆相等

改良普萊斯建立
迭代路徑碼的方法



費馬三元數

(𝑎, 𝑏, 𝑐) = (4565486027761,1061652293520,4687298610289)

是符合兩股和（𝑎 + 𝑏）與弦（𝑐）皆為完全平方數條件的
最小互質畢氏數



𝑞 𝑞′
𝑝 𝑝′

正整數

𝑞′, 𝑞, 𝑝, 𝑝′

線
性
變
換

互
質
畢
氏
數
迭
代
公
式

3,4,5) = (𝑎!, 𝑏!, 𝑐!

貝格倫三元樹



貝格倫三元樹

迭代路徑碼：CAAACBBBBBBBBBABBCAAAAAAAAAAAAAAAACAACBBB

𝑎", 𝑏", 𝑐"



研究目的

l證明 ，並建立 中任意互質畢氏樹在 的迭代路徑。

l證明 ，並建立 中任意互質畢氏樹在 的迭代路徑。

l證明 ，並建立 中任意互質畢氏樹在 的迭代路徑。

𝑃!"#$ = 𝑃%&'( 𝑃%&'( 𝑃%)#$

𝑃%&'(

𝑃%&'(

𝑃*+,' = 𝑃%&'( 𝑃*+,'

𝑃-"#. = 𝑃%&'( 𝑃-"#.

𝑃/012 歐幾里得家族
貝格倫三元樹

𝑃3456 𝑃7891
普萊斯三元樹

𝑃:45;
菲爾斯托夫三元樹

𝑃%&'( = 𝑎/ , 𝑏/ , 𝑐/ | 𝑎/ , 𝑏/ , 𝑐/ 為歐幾里得家族中之數，𝑛 ≥ 2， 𝑎0, 𝑏0, 𝑐0 = 3,4,5



研究方法
歐幾里得家族生成公式：

𝑎< = 𝑢<= − 𝑣<=

𝑏< = 2𝑢< 𝑣<
𝑐< = 𝑢<= + 𝑣<=

, 𝑛, 𝑢<, 𝑣< ∈ Ν, 𝑢< > 𝑣<, 𝑢<, 𝑣< = 1

𝑢!#"
𝑣!#" =

𝑝"" 𝑝$"
𝑝"$ 𝑝$$

𝑢!
𝑣!

2階方陣迭代公式：



研究方法

𝑎0, 𝑏0, 𝑐0 = (3,4,5) 𝑎0, 𝑏0, 𝑐0 = (3,4,5) 𝑎0, 𝑏0, 𝑐0 = (3,4,5)

𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 = (5,12,13) 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 = (15,8,7) 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 = (21,20,29)

歐幾里得家族生成公式：

𝑎! = 𝑢!" − 𝑣!"

𝑏! = 2𝑢! 𝑣!
𝑐! = 𝑢!" + 𝑣!"

, 𝑛, 𝑢!, 𝑣! ∈ Ν, 𝑢! > 𝑣!, 𝑢!, 𝑣! = 1

2階方陣迭代公式：

𝑢!#$
𝑣!#$ =

𝑝$$ 𝑝"$
𝑝$" 𝑝""

𝑢!
𝑣!

𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 = (7,24,25) 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 = (35,12,37) 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 = (119,120,169)

𝑎/ = 𝑢/1 − 𝑣/1

𝑏/ = 2𝑢/ 𝑣/
𝑐/ = 𝑢/1 + 𝑣/1

, 𝑛, 𝑢/ , 𝑣/ ∈ Ν, 𝑢/ > 𝑣/ , 𝑢/ , 𝑣/ = 1

右
護
法

左
護
法

𝑢0, 𝑣0) = (2,1
𝑢1, 𝑣1) = (3,2
𝑢2, 𝑣2) = (4,3

𝑢0, 𝑣0) = (2,1
𝑢1, 𝑣1) = (4,1
𝑢2, 𝑣2) = (6,1

𝑢0, 𝑣0) = (2,1
𝑢1, 𝑣1) = (5,2
𝑢2, 𝑣2) = (12,5

𝑢/30
𝑣/30 =

𝑝00 𝑝10
𝑝01 𝑝11

𝑢/
𝑣/



研究方法
由迭代公式 𝐴′ 與歐幾里得家族的生成公式取代迭代公式 𝐴

𝑎@, 𝑏@, 𝑐@
互質畢氏數 𝐴′

𝑎@AB, 𝑏@AB, 𝑐@AB
互質畢氏數

𝑷𝒓𝒐𝒐𝒇

𝑢<, 𝑣< ∈ ℕ
𝑣< < 𝑢<
𝑢<, 𝑣< = 1

𝑣<, 𝑢<為一奇一偶

𝐴′
𝑣<>? = 𝑢<

𝑢<>? = 2𝑢< − 𝑣<

2𝑢< − 𝑣<, 𝑢< ∈ ℕ
𝑢< < 2𝑢< − 𝑣<

(2𝑢< − 𝑣<, 𝑢<) = 1
𝑣<>?, 𝑢<>?為一奇一偶

⇒ 𝑎<>?, 𝑏<>?, 𝑐<>? 為互質畢氏數
歐幾里得家族生成公式：

𝑎! = 𝑢!" − 𝑣!"

𝑏! = 2𝑢! 𝑣!
𝑐! = 𝑢!" + 𝑣!"

, 𝑛, 𝑢!, 𝑣! ∈ Ν, 𝑢! > 𝑣!, 𝑢!, 𝑣! = 1

嗨我又出來了

別忘了我哦~



研究方法

𝑃%&'( ⊆ 𝑃!"#$ 𝑃!"#$ ⊆ 𝑃%&'(

貝格倫三元樹與歐幾里得家族的所有互質畢氏數相等





𝑎0, 𝑏0, 𝑐0 = (3,4,5) 𝑎0, 𝑏0, 𝑐0 = (3,4,5) 𝑎0, 𝑏0, 𝑐0 = (3,4,5)

𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 = (5,12,13) 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 = (15,8,7) 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 = (21,20,29)

𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 = (7,24,25) 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 = (35,12,37) 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 = (119,120,169)

𝑢0, 𝑣0) = (2,1
𝑢1, 𝑣1) = (3,2
𝑢2, 𝑣2) = (4,3

𝑢0, 𝑣0) = (2,1
𝑢1, 𝑣1) = (4,1
𝑢2, 𝑣2) = (6,1

𝑢0, 𝑣0) = (2,1
𝑢1, 𝑣1) = (5,2
𝑢2, 𝑣2) = (12,5



𝑷𝒓𝒐𝒐𝒇

𝑢<, 𝑣< = (2,1)
𝑣<>?
𝑢<>?

𝑢<>?, 𝑣<>? ∈ ℕ
𝑢<>? > 𝑣<>?

(𝑢<>?, 𝑣<>?) = 1
𝑣<>?, 𝑢<>?為一奇一偶

路徑碼

⇒ 𝑎#$!, 𝑏#$!, 𝑐#$! 𝜖𝑃%&'(且(𝑎!, 𝑏!, 𝑐!)𝜖𝑃%&'(



研究結果

1.建立迭代公式(A‘)、(B’)、(C‘)：

2.證明出貝格倫三元樹中所有的互質畢氏數等於歐幾里得家族中
所有的互質畢氏數。

𝑃@012 ⊆ 𝑃3456

𝑃3456 ⊆ 𝑃@012



研究結果

3.歐幾里得家族中任一互質畢氏數在貝格倫三元樹的迭代路徑

𝑎<>?, 𝑏<>?, 𝑐<>? 𝜖𝑃/012𝑢<, 𝑣<

𝑢<, 𝑣<𝑢<A?, 𝑣<A?𝑢?, 𝑣? = (2,1)



結論

1.找到2階方陣的迭代公式。

2.證明貝格倫三元樹、普萊斯三元樹與菲爾斯托夫三元樹中所有
的互質畢氏數相等。

3.建立迭代路徑。

4.期望將互質畢氏數的路徑碼運用於密碼學。
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