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第一名 多方塊的塗色問題

研究動機 

有一天，在書上看到了這個題目： 在無限大的棋盤上，塗上 n 種顏色使得 V 形三方塊沿格線無論
如何放置在 棋盤上，都不會蓋到重複之顏色，問 n 的最小值為何？

n = 4 是滿足條件的，其構造法如右下圖

看完上面的問題後，便開始思考：如果不是 V 形三方塊，而是其它種三方塊，甚至是四方塊、五方
塊，或者廣泛的 k 方塊，那麼 n 的最小 值又是什麼呢？

研究目的

一、對於單方塊到五方塊的種類進行分析

二、探討各種多方塊塗顏色之構造法並求出 n 的最小值

三、證明求出的 n 即為最小值

四、研究是否有方法對所有多方塊所需的顏色進行估計      

類別 幾何



第二名 層層疊疊-雙心多邊形面積的一個有趣性質

研究動機 

在《奧林匹亞數學中的幾何問題》一書的第一篇第十五章性質 9提到「三角形的面積是

其 旁心三角形面積與內切圓切點三角形面積的等比中項」。這讓我們想到此定理是否

可以推廣 到其它邊數的雙心多邊形，因此決定以此當作研究題材。 

研究目的 

本研究的目的在討論並尋找其它雙心𝑛邊形，使其符合上述性質：雙心𝒏邊形的面積是 
其旁心𝒏邊形面積與內切圓切點𝒏邊形面積的等比中項。並試著利用雙心𝑛邊形的性質

，證明 此結果為真。

類別

幾何、雙心多邊形、內心、旁心



第三名 點點相應在「格」中 -平面與空間中格子圖形之探討與推廣

研究動機 

坐標平面上(或空間中)， x坐標、 y 坐標(及 z 坐標)均為整數的點都稱為「格子點」。當我們在研究

格子三角形時，就聯想到求五心坐標的答案總是不漂亮，而引發我們深入探究的動力 ，想找尋格

子三角形的五心與九點圓圓心皆為格子點的充分條件。同時，我們也發現一些有趣的推廣定理，

而推導出形成格子圖形的充要條件。透過解析幾何的論證方式，並配合我們高中數學課程中學過

的重要概念「數列與級數」、「直線與圓」、「平面向量」、「空  間向量」、「二階方陣所對應之平面變

換」、「立體幾何」等單元來解決研究的問題。

研究目的 

一、探討格子正方形與格子正立方體穿過格子點的直線數，及導出其一般式。                                                        
二、探討形成格子圖形的必要條件，及形成特殊格子圖形的充要條件。  
三、探討格子三角形滿足內心與旁心皆為格子點的類型，並推論至一般化的性質。  
四、探討格子三角形滿足五心與九點圓圓心皆為格子點的類型，並推論至一般化的性質。  
五、應用於連續整數邊的三角形，並探討出一些的性質。

類別  幾何



第三名 棋盤中的美好「缺」憾

研究動機

本題目源自於 2014 年 IMO 第 2 題：n≥2 為整數。有一個 n×n 的方格棋盤，把 n 顆棋子 放在棋盤

的方格中，使得每行每列都恰有一個棋子，稱為和平排列。每一個 n×n 的和平排列， 都可以在其

中找到一個不包括任何棋子的 k×k 正方形，求 k 的最大值。原題目是由 n 的值得 到 k 的值，但我

們的研究方向是由 k 的值得到 n 的值，並且把 k×k 正方形拓展到更一般化的 (𝑘 × 𝑘– 𝑚 × 𝑚)缺角

正方形。

研究目的           

一、證明原題，並討論𝑓(𝑘, 0)之值及S(k, 0)內元素

二、討論𝑓𝛼(𝑘, 1)的值及 S(k,1)中元素

三、討論𝑓𝛽(𝑘, 1)的值

四、討論𝑓𝛽 (𝑘, 𝑘 − 1)的值

五、討論𝑓𝛼(𝑘, 𝑘/2 )的值 
類別 排列



第三名 數珠手環

研究動機 

數珠手環的相關問題在歷屆科展中已有人研究過（將此問題稱為邏輯圈），但結論只停留在一些簡單的特例，

不夠一般化，因此我們試圖針對不同長度的數珠手環問題，進行研究。

研究目的 

因為數珠手環為黑、白色相間的珠子所構成，故黑色珠與白色珠的數量相同。給定一個數珠手環，令  n為白色

珠的數量，其中  n>=3，若能將自然數{1,2,3,.... ,2n} 個別鑲嵌在2n個珠子上，使得每一個黑色珠上的數與相鄰

的兩個白色珠上的數，其數字總和皆為定 值，則我們稱長度為n的數珠手環有解。在此份說明書中，我們將說明

下列幾項結論：  

 （1） 當n為奇數時，數珠手環皆有解。排除對稱性，數珠手環的解非唯一

 （2） 當n為偶數時，數珠手環皆有解。排除對稱性，數珠手環的解非唯一

進一步，若將數珠手環的概念推廣到一般圖形，我們也有以下結論：  
 （3） 當n>=2，路徑圖 Pn 皆有解。 
 （4） 當n>=2，星狀圖 Sn 皆有解。 

類別  邏輯函數、數列、權重圖



佳作  拉丁「圍」機
研究動機 

本研究發想於 2014 年 IMO 的第二題：「求最大的正整數 k，使得所有在每行每列恰 有一

顆棋子的 n×n 棋盤中，都有一個 k×k 正方形，其內沒有任何棋子。」在解完原本的 題目後

，我聯想到更廣的問題：「求最小的非負整數 a，使得所有在每行每列恰有一顆棋 子的 n×n 
棋盤中，都有一個 k×k 正方形，其內棋子數不超過 a 個。」便從這個問題開始 進行我的研

究。

研究目的 

fm(n,k)：k,n,m 為正整數且滿足1≤k≤n,1≤m≤n。若 a 是最小                                             的非

負整數，使得所有 n 階的 m–(1,0)拉丁方陣中，都有一個                                           k×k 正方

形，其內數字和不超過 a，則記fm(n,k)=a
(一) 求 f1(n,k)的一般式

(二) n大於等於2，求 f2(n,k)的一般式

類別 組合 8 階的 3–(1,0)拉丁方陣



佳作  Dragon Curve

研究動機 

老師給我一篇關於 θ 為 90° 的 Dragon Curve 的文章，裡面提到它的各種性質、規律

及 如何用一個公式算出 Dragon Curve 上各個節點的座標位置，我覺得很有趣，查閱

了一 些資料後，將 θ 改成其他角度來和最原始的 Dragon Curve 做比較。

研究目的 

一. 找出除了 θ=90° 以外，還有哪些角度能形成有意義的 Dragon Curve。 
二. 找出可以計算 θ=120° 的 Dragon Curve 上每個節點座標的公式。 
三.證明 θ=120° 的 Dragon Curve 每到第2k個節點時，接下來的方向必會向左轉。 
四.證明 θ=120° 的 Dragon Curve 在平面上是否會相交，不論是自穿或互穿。

類別 幾何向量



佳作  任意凸四邊形上或形內一點到四頂點距離和的最大值

研究動機 

很多同學都知道任意凸四邊形上或形內一點到四頂點距離和的最小值是兩條對角線長的和, 發生

最小值的點就是兩對角線的交點,這只要用到三角不等式,就能夠輕易的證明出來,但是任意凸四

邊形上或形內一點到四頂點距離和的最大值,卻在網路上找不到基礎的證法.老師在班級數學課有

教 Geogebra,於是引起同學學習研究的興趣,經由老師介紹陳昭地教授的文章當參考,然後各自分

頭努力作動態模擬,最後得到一個可以讓同學信服的成果. 

研究目的 

這是一個通俗的問題,人人皆能認識問題的要求是什麼,但是證明的方法卻不是那麼簡單,基於 研
究數學的立場,愈是困難的問題,愈是我們需要挑戰的目標:找尋新的手法與技巧是我們努力 的方

向(否則早被人證明出來),綜合幾何仍是重要的工具,橢圓法是一個新的解析幾何技巧,求 證過程的

演算法則也相當重要.這些都是在求證過程中,經由半年慢慢累積的經驗,絕非一蹴可 及.對我們幾

位學生而言,這是一個研究數學的重要歷程. 

類別  幾何



最佳團隊合作獎  即刻救援

研究動機 

在一次的專題討論課程中，老師推薦一些國內外數學競賽試題的網站，提供尋找研究
題目 的機會，透過探索後，發現 2005 亞太數學奧林匹亞(APMO)試題中一個令我們
覺得新奇而且活 潑的題目，內容是關於生活中的救火危機處理，在了解及推導原題
解法後，我們也嘗試改變部 分因素，繼續相關的研究和發展。

研究目的 

一、 原題討論。 
二、 改變起火點位置、個數及單位時間內的搶救數，並找出搶救規則及一般式。

三、 改變棋盤條件。 
四、 討論火勢蔓延方式的改變對於搶救數及燃燒數的影響。 
五、 將起火點位置、個數、單位時間內的搶救數…等改至空間討論。 
類別 平面座標 



最佳(鄉土)教材獎
好一個「基因」— 十字型橢圓規的推廣研究  
研究動機 

我對幾何很感興趣。在自行研讀第四冊課程時，對橢圓的性質感到好奇，加上在網路
和書籍看到用兩條垂直直線當框架 來進行操作的十字型橢圓規，就希望對其有較深
入的理解及推廣(例如，若當作框架的兩直線未必垂直)，於是便開啟我的研究。 

研究目的

一、探討十字橢圓規的原理，並推廣至兩線未必垂直的情況。
二、推廣十字橢圓規的原理至各種二次曲線 (橢圓、雙曲線、拋物線)。
三、使用基因觀念發展出對各式曲線進行操作之方式。 
四、利用研討三系統，但並非使用線性變換，而用其餘方法變換(例如反演……。)
五、依據以上結果加以應用，(例如三角形的特殊點、費馬點…….)。 
六、雙軸斜角之比例線段橢圓規討論。

類別 幾何



最佳創意獎 PODO123 (polyomino do math) 

研究動機 

對於生活中的排列、收納等空間運用問題，與俄羅斯方塊的排列和種類(各種連方的

數目) 有相當程度上的相似。因此，若透過俄羅斯方塊在平面上的放置，也許能夠簡

化及解釋 其規則 

研究目的 

一、觀察與統整俄羅斯方塊在矩形方格上的填滿問題，以討論相關規則

二、建立討論俄羅斯方塊的數學系統                            

類別 質因數、數列



佳作  格子點上選擇位置之性質研究



研究動機 

在搭乘捷運的時候，有時會出現一種場景:雖有空位但卻有人站著。通常

是因為不好意思坐在陌生人的旁邊。偶然地有一天看到別人提出了類似

的問題模型，我想到這很像前面提到的情況。於是我想探討:如果大家都

這樣坐，那究竟坐得下多少人?於是我想探討在這種情況下，能在一、二

維空間下的格子點坐下多少人?



研究目的 

在一個n維度Rn空間中考慮區間 In=[1,a1]*[1,a2]*[1,a3]...*[1,an]，其中

ak∈N，1≤k≤n，即In={(x1,x2,x3...xn|xk∈N,1≤xk≤ak,1≤k≤n)} ，我們假

定在In中每個格子點有一個座位，依以下規則選擇座位 : 除第一人外，其餘

每一個人依序選擇座位，使得所選擇的座位對於已被選取的座位之”最小點

距”達到最大值，且規定不得和之前已選定位置者鄰座(哈密頓距離為1)

哈密頓距離(數學式)

 A(a1,a1,...an),B(b1,b2,...bn)∈Rn的哈密頓距離為



研究目的一: 當第一個人就近選擇最靠近原點的位置坐時，能坐下幾個

人?

研究目的二: 當第一個人可以任意決定位置時，第一個人應該坐在哪裡

才能 使得總共坐下最多人? 

研究目的三: 承上研究目的二條件下，決定能夠坐下總共多少人? 

研究目的四: 承上研究目的二條件下，若增加椅子的數量，椅子數與至

多能 坐下的人數之關係為何?



主要名詞定義與解釋(方便閱讀及講解下文)

一、哈密頓距離(圖解)

圖中紅線代表哈密頓距離，綠色代表歐氏距離，也就是直線距離，而藍色和黃色代表

等價的哈密頓距離。哈密頓距離——兩點在南北方向上的距離加上在東西方向上的

距離，即d(i,j)=|xi-xj|+|yi-yj|。對於一個具有正南正北、正東正西方向規則佈局的城鎮

街道，從一點到達另一點的距離正是在南北方向上旅行的距離加上在東西方向上旅

行的距離，因此，哈密頓距離又稱為計程車距離。哈密頓距離不是距離不變量，當坐

標軸變動時，點間的距離就會不同。



主要名詞定義與解釋(方便閱讀及講解下文)

二、最小點距 

定義一個點 P 到其他點Q1,Q2,...,Qk 的距離為                     ，稱為 P 點的

「最小點距」。 

(在此文中最小點距均以哈密頓距離來計算)

三、鄰居

在一維數線上，兩個人，如果當時他們之間沒有其他人，將兩個人視為是

鄰居。



四、格子的相鄰

如果兩個格子的哈密頓距離為1，將他們視為是相鄰的。

五、高斯符號

下高斯符號:記⌊x⌋表示不大於 x 的最大整數值。 

上高斯符號:記⌈x⌉表示不小於 x 的最小整數值。 

六、賦值法 

將問題的某些變量賦予數值以進行運算，觀察數值的變化，以代表整體。

主要名詞定義與解釋(方便閱讀及講解下文)



研究過程

[性質1]⌊n/2⌋≥f(n)≥⌊n/3⌋
左式:考慮賦值法，對被填入的每一個座位賦值 1，其左右兩側賦值 
1/2。於是能填入的數值上限為第 0 和第n+1格(假想存在)至多各
1/2。對於1≤i≤n，第 i 格至多填入1。所以總共至多能填 (½)
×2+1×n=n+1。然而每填一個位置都使數值增加2，所以f(n)≤
⌊(n+1)/2⌋≤⌈n/2⌉。
右式:由於每次填入座位至多減少 3 個可填座位(本身和相鄰兩個)
，故f(n)≥⌊n/3⌋，否則將仍可再填。故得證。 

[性質 2]關於一個點對所有點的最小點距，事實上只和左右兩側最
接近它已被填入的位置有關。



[推論 3]只要一個人 C 預定要坐下時的左右鄰居都已坐定，分別在A(a),B(b)。則 C 
的位置便可坐定，且其位置為那兩個人的中點⌊(a+b)/2⌋

[引理 4]我們可以每次任找兩個鄰居( P,Q )構成區間a(特別的，也可以找最左或最右
的人和牆壁)，令一個人在區間內坐到合理的位置 T (中點或靠牆)。如此也不會影響
結果。 

證明: 假設依照原本的方法有人左下的位置集合為 A ，引理 4 的方法為 B 。我們要證明

A=B。

(B   A):由推論 3，我們僅須證明位置 T 能被坐下且坐下時其左右鄰居必為P,Q。 然而除非

與 T 相鄰的格子被佔據，否則 T 能被坐下。而與其相鄰的格子必屬於a，又其左右鄰居為

P,Q的充要條件為T是a中第一個坐下的人，而確實如此，故得證。 

(A   B): 已知B   A，反設 A 中有一元素F不在B中。設F的左右鄰居為G,H。於是，F格與 
G,H的距離大於1，從而由性質 2 知F與B的最小點距大於1。這是一個不合法的狀態，矛盾

，故得證。於是我們得到了一個重要的結論。 



[推論 5]若第一個人坐在座標 a 的地方，則f(n)=f(a)+f(n-a+1)-1

由推論 5 便能得到我們前面的猜測。

 [推論 6]c(n)=c(⌊(n+1)/2⌋)+c(n-⌊(n+1)/2⌋+1)-1

[角落情況] 有了推論 6 的遞迴式，我們可以列出如下的表格。

 由性質 1 知c(n)≤⌈n/2⌉=⌊(n+1)/2⌋≤(n+1)/2，先試著找出使等號成立的 n 值。

 這樣的 n 值為 1,3,5,9,17,33…，會發現當 n≥3時這個數列是
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(一)在一維數線上，I1=[1,n]中的 n 個格子點為座位，則這群人選擇座

位的方式: 在第一種情形中:

(1) 當第一個人坐在角落(座標 A(1) )時:能坐下的人數為

(2) 當第一個人任意決定位置時，選擇的座標為                   時能坐下最 
多人

(3) 承上，此時能坐下的人數為                                                                                                                                    
，其中



(4) 承上，每增加一張座位時，能坐下的人數最大值之變化函數如下:

在一維數線上，I1=[1,n]中的 n 個格子點為座位，則這群人選擇座位的

方式:在第二種情形中:

(1) 當第一個人坐在角落(座標 A(1) )時，能坐下的人數如下:                                                
其中 t 滿足

(2) 當第一個人任意決定位置時，選擇的座標為             時能坐下最多人

，其中



(3) 承上，此時能坐下的人數為                                                                                           
，其中

(4) 承上，每增加一張座位時，能坐下的人數最大值之變化函數如下:

(二)在二維平面上，I2中的格子點為座位，則這群人選擇座位的方式: 只
考慮第二種情形中: 

(1)當I2=[1,n]x[1,n]時，當第一個人做角落時(座標 A(1,1) )，能坐下的

人數為:



(2)當I2=[1,n]x[1,m]時( n>=m )，能坐下的人數滿足

其中，

且當                                                時，



(三)在 n 維空間中，In中的格子點為座位，則這群人選擇座位的方式: 只
考慮第二種情形中: 

(1)在 n 維中共有 k 個人任意選擇能坐下的人數為fn(k)，則滿足不等式

(2)當 n 個分量的範圍都相等時，每次填入的數必為x1+x2...+xn=k，對於

某個k。如此，可以確定它是P問題(目前最佳時間複雜度         ，     其中n
是維度，m是每個分量的上界)。
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