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扭「轉」乾坤－以3X3盤面結構分析化簡轉珠遊戲並尋求最短步數

數學組最佳合作團隊獎

類別分析：組合學線性代數-矩陣



研究動機

2013 智慧型手機當道，也幾乎人手一台，各種
APP 遊戲爭奇鬥豔，其中一家遊戲公司曾經締造
月營業額兩億元的紀錄，也拿下最受歡迎的遊戲

APP 蟬聯幾周冠軍，開始變成所有遊戲爭相模仿
之對象，我們統稱這類遊戲為轉珠遊戲，顧名思

義，遊戲是在有限的時間內，一個 5X6 的盤面
中，有 5 種顏色的珠子，玩家任意挑一個珠子
起手，藉由移動與相鄰珠子做位置交換，來達到

使相同顏色之珠子三粒或三粒以上的排成一直線

或橫線，排成一線後就可以消除，消除越多數目

可以對敵人造成更多的傷害。這看似簡單的遊戲，

卻隱含著極大的學問:有限的時間內，為了達成
最高連續消除數的最短步數為何？是否存在唯一

佳解呢？引發了我們的興趣



研究目的

找出最短步數可以達到消除最

多珠子之路徑





探討正n邊形的內接正三角形

數學組第一名

類別分析：三角函數幾何學



研究動機

題目是和同學討論 101 年學測考題時，所得到的靈感，原

題目是在正三角形的每一個邊之兩個三等分點中各選一點

連成三角形的問題，選項中說明只能連出兩個正三角形。

接著，我們定義三個頂點分別在正𝑛邊形三個不同邊上的

正三角形為此正𝑛邊形的內接正三角形，進而好奇的想知

道正𝑛邊形之內接正三角形是否存在?可否作圖？故事就從

這裡開始。



研究目的

一.每一個正𝑛邊形是否皆有無限多個內接正三角形呢?

二.對於在正𝑛邊形的邊上的任意一點 P ， 是否恰能在其邊上找到唯一一組 點
R，使得△PQR為該正𝑛邊形的內接正三角形呢?

三.對於在正𝑛邊形的邊上的任意一點，找出它的內接正三角形的作圖方式。

四.將正𝑛邊形的每一個內接正三角形全都畫出後，研究畫出的圖形之特殊性質。





一筆畫圖形之最長路徑探討

數學組第三名

類別分析:排列組合(組合數學)



研究動機

在一本有關介紹數學遊戲的書中，發現到如何在 m*n 點方陣中，用一筆

畫連出最多條線段，且路徑不重複，也禁止斜走



研究目的：

一.探討 m × n 點方陣中，一筆畫連出的線段最大值。

二.探討 a × b × c 點方塊中，一筆畫連出的線段最大值。

三.探討 3 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法
數。

四.探討 4 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法
數。

五.探討 5 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法
數。



動態追逐

數學組第三名

類別分析：幾何 三角函數



研究動機
從「學微積分，也學人生」這本書看到許多討論，分別

有：

一邊長為𝑙的正方形，四隻狗位於四頂點，每一隻狗以往其

逆時針方向的下一隻狗的方向等速 率前進，方向無時無刻都

朝著下一隻狗，最後會停在中心。

每隻狗移動的軌跡為角度為 π/4 的等角螺旋(對數螺旋)，所

經路徑長以微分方程及線積分計算後為l ，並探討其追逐的圖

形。

同時也重新定義為: 每質點的總位移方向均指向往其逆時

針方向的下一個質點且每質點均保持等速率，換言之，出發點、

質點、目標點三點恆在一直線上，進而推廣新的追逐問題。



研究目的

動態追逐問題

1.質點做正𝑛邊形動態追逐的軌跡方程式及
路徑長

2.質點做正𝑛邊形動態追逐時質點間的相對
軌跡

3.質點做𝑛邊形動態追逐的軌跡方程式
4.質點做單向追逐的軌跡方程式

5.質點做圓形追逐的軌跡方程式

最後希望能將動態追逐推廣至三維空間，
並將所有問題推廣發展成另一類新的追逐
問題



一指點亮世界－點燈遊戲的探討

數學組最佳鄉土教材獎

類別分析：排列組合



研究動機

原遊戲規則： 每個格子

代表一個燈泡，有亮與暗兩

種狀態，當按下某格時會改

變自己及相鄰 格的亮暗狀

態

如圖(一)為一維的情況，當

按下標有紅色圓圈記號的格

子時，會改 變綠色部分格

子的狀態。

圖(二)為二維的情況。遊戲

一開始有些格子亮，有些暗，

最終目的是將全部格子變亮。



研究目的

一、一維 2 循環狀態下有解與否之判定。

二、二維 2 循環狀態下有解與否之判定。

三、n 維(n≥3) 2 循環狀態下有解與否之判定。

四、一維 g 循環狀態下有解與否之判定。

五、n 維(n≥2) g 循環狀態下有解與否之判定。

六、n 維(n∈N) g 循環狀態下有解時之解法數。



被禁錮的軌跡－探討簡諧動點之中心軌跡

數學組佳獎

類別分析：圓與斜率



研究動機

有一次上數學課時，老師給我們看

一個有趣的圖，圖上為兩分別在不同線

段上以相同角速度做簡諧運動的點，當

起始角度相等時，其中點軌跡為一斜線

段，而當起始角度不同時，軌跡為一橢

圓。我們覺得很有趣，並好奇在其他條

件下，平面上各自作簡諧運動的點究竟

可以迸出什麼樣的火花？於是我們使用

geogebra繪圖，改變各種變因，沒想到
意外地觀察到許多有趣的現象．



研究目的
一、求出兩點在兩線段作簡
諧運動的中點軌跡移動範圍
及方程式，並研究軌跡由橢
圓退化成圓或直線的條件

二、探討兩線段相交於中點、
一端點重合、交於一點（非
中點或端點）以及不相交四
種情形中點軌跡之間的關聯
三、討論在三線段上各自作
簡諧運動的三點之重心軌跡
圖形及圖形中心點四、探討
𝑘個動點時的軌跡圖形五、
加上質量不同的條件探討質
量中心的軌跡



蜜蜂路徑－找回失落的數字

數學組佳作

類別分析:n 階方陣



研究動機

偶然在聯合報上發現一種類似數獨的遊戲-蜜

蜂數字，遊戲設計者先在部分格子中給定特定數

字，然後由玩家將剩餘數字填入剩下的格子內，

不過蜜蜂數字填數字的規則是：『從1開始，以相

鄰且不間斷的方式將數字填入格子內』在嘗試了

這個遊戲後，我們不禁好奇：它事先給定的數字，

真的能造成唯一的解答嗎？而在這樣的圖形內，

最少要事先給玩家幾個數字才可能使解答唯一？

其解答也可視為一筆畫路徑的方法。



研究目的



旋機－在會旋轉的平面和立方格子中選取塗色求塗法數

數學組第三名

類別分析:遞迴和排列組合



研究動機

我們覺得1996 AIME 的
第 7 題很有趣，可以用遞迴
和排列組合等課堂上學過的
觀念研究，或許可以延伸，
於是進行探討。



研究目的

1.	在可旋轉的白底 7×7	方陣上，塗 2	格相同顏色

的塗法數。

2.	承 1，推廣至任意 n	× n	可旋轉的的方陣上塗
x	格(x≥ 2)。

3.	推廣至 m	× n	可旋轉的長方形上塗 x	格(x≥ 2)。

4.	推廣至正六邊形上塗 x	格(x≥ 2)。

5.	在可旋轉的立方體，塗兩格立方格。

6.	在立方體中塗立方格上六個表面中的兩格



多邊形及中心多邊形自守數的尋找及性質探究

數學組佳作

類別分析：幾何 組合



研究動機



研究目的

一、找出s = 3, 4,5,6的多邊形自守數。

二、找出s = 3, 4,5,6中心多邊形自守數。

三、找出s邊形與中心s邊形自守數的出現

特性。



N 邊形內一定點與其頂點連線的神秘戀曲

最佳創意獎

分析類別：幾何



研究動機

學校課程中，老師教我們使用數學繪圖軟體 Geogebra 繪製一些平面上的幾何圖形，透過實驗與觀察重新驗證一
些平面幾何上的結果，我們做了許多數學實驗，發現這套軟體除了容易操作外，重要的是操作起來讓我們覺得很有
趣，因為它可以快速實驗考慮多種變化的情形。

我們檢驗了一下這個幾何定性性質，接著我們就想說有沒有機會將它推廣到任意多邊形的情形，我們用了軟體先
行檢驗一番，發現任意的凸四邊形內只有一些 P 點會保持這個性質成立，所以我們退而求其次，先考慮正多邊形的
情形，從正方形、正五邊形、正六邊形、正七邊形與正八邊形，一直到一般化的正2n ( n ≥ 2 ) 邊形與正

2 1 n − ( n ≥ 2 )邊形，一步一腳印,邊數由小至大，探索過程之中，除了軟體作圖、紙筆計算外，並給予嚴謹的證明，
慢慢地我們發現其中的奧妙與規則，最後，我們發現正多邊形內的任一點 P 都可以維持這樣的定性性質，只是數個
比值相加後之定值不再是 1，而是會隨著邊數的不同而有所改變，幸運的是我們可以給出這個定值的一般化公式。



研究目的

一、將『引理一』中三角內的一點P 移至三角形
外，觀察驗證對應的定性性質。

二、『引理一』在正方形中的推論。

三、『引理一』在正五邊形中的推論。

四、『引理一』在正六邊形中的推論。

五、『引理一』在正八邊形中的推論。

六、『引理一』在正2n ( n ≥ 2 )邊形中的推論。

七、『引理一』在正2 1 n − ( n ≥ 2 )邊形中的推
論。

八、『引理一』在正六面體中的推論。

九、『引理一』在正八面體中的推論。



變形楊式矩陣的探討

數學組佳作

分析類別：幾何 組合



研究動機

一開始接觸到楊氏矩陣是在學排列組合的時候，
有個題目是關於楊氏矩陣的，那時候解題方法是用分類
討論來求的，但過程真的蠻麻煩的，後來上網查才知道
其實楊氏矩陣直接有公式可以解，那時候就看到相關聯
結寫著歪斜矩陣，就起了興趣，原來歪斜矩陣還沒有類
似的公式，想說就算沒有對普遍狀況的通用公式，對於
特定圖形應該會有公式可用，所以就開始研究起這份報
告。



研究目的
一.就一些基本的歪斜矩陣進行性質探討

二.找出某些特定形狀的歪斜矩陣排列方法數的計算方法

三.把原本的歪斜矩陣做延伸，找出計算方法的變化



tri to 唯一(三角形唯一性之探討)

數學組第二名

類別分析：三角



研究動機

曾在第三冊第一章總複習的練習卷上，做過一道題目 : 
已知三角形之三高分別為 2 , 3 , 5，是否可決定唯一的
三角形？隨後，又在其他的練習卷上，遇到下列題目：

設 G 為△ ABC 的重心，且

GA = 2 , GB = 3 , GC = 5 , 則 GB GC + GC GA =？老師
說此題條件有誤，因為題幹所敘述的三角形是不存在的。

由這兩個楔子，致使我們小組的成員對這一類的問題產

生了濃厚的興趣。究竟在何種條件下三角形才存在？

在何種條件下可決定唯一的三角形？又此三角形該如何

描述它？於是我們展開了下列的研究。



研究目的

從研究動機的兩則題目中我們發現：

五心(重心、垂心、內心、外心、旁心)
與所給的條件， 是決定三角形存在性

與唯一性的關鍵。 本研究的目的主要

是以重心、垂心、內心、外心、旁心

為分類，討論在各種給定的條件下，

三角形的存在性、唯一性，並試著去

描述此三角形。



我們知道△ ABC 決定了唯一的重心、垂

心、外心、內心，而且這些心到三頂點

(或三邊) 的距離 x y z , , 被唯一決定了。

本篇主題為探討類似上述敘述的逆敘述，

並用勘根定理將△ ABC 的三邊長以 x y 
z ,  去描述。 我們分別以 abc , , 表示△
ABC 中 角A B C , ,之對邊長，且以 x y z , , 
表示特殊給定的長 度，其中 x大於等於y
大於等於z大於等於0。經過研究，我們

截取部分重要結果如左圖所示。



討論歸納







第七組報告完畢

感謝聆聽


