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第52屆全國中小學科展
高中組數學科



第一名:數形合一
類別:等差級數、遞推式、多角數



研究動機

在啦啦隊比賽中常有隊形變換，如隊形常有三角形和正方形方陣，
我對多少人可以同時排出兩種陣形以上感到好奇，聯想到在數學
課本裡面看到的三、四、五角數圖形，我發現了它迷人的規律，
並對此產生了濃厚的興趣。我翻閱了相關書籍與網站，像許志農教
授的網站《算術講義》，還有一些翻譯書籍等，但在某些網站中，
我發現他們使用的方法繁雜，有些文章內容有錯，因此我想要藉
著這次科展的機會，利用遞推關係、佩爾方程式(含推廣型)和同餘
定理，快速找出這種數，對這個問題做深入的研究和探討，還有找
出中心多角數的規律和解法，並證明了一個文獻上關於三重多角
數的猜想。



研究目的

一、尋找多角數的通式。

二、是否有 3‐4 角數(同時是三角數又是四角數的數)、4‐5 角數、3‐5 角數？這
種數有多少個？模式為何?如何求出 3‐4 角數、4‐5 角數、3‐5 角數？如何改進
求出 3‐4 角數、4‐5 角數、3‐5 角數的速度？

三、三角 K 角數、四角 K 角數、五角 K 角數的存在性和個數與模式為何？

四、任意雙重(a‐k)多角數的存在性和個數與模式為何？

五、三重多角數的存在性和個數與模式為何？

六、尋找中心多角數的通式。

七、中心三角四角數的存在性和個數與模式為何？



研究目的

八、中心三角五角數的存在性和個數與模式為何？

九、中心四角五角數的存在性和個數與模式為何？

十、中心三角 K 角數的存在性和個數與模式為何？

十一、中心四角 K 角數的存在性和個數與模式為何？

十二、中心五角 K 角數的存在性和個數與模式為何？

十三、雙重中心多角數(即同時是中心m 角數和中心 n 角數的數)的存在性與模
式為何？

十四、同時是多角數和中心多角數的數的存在性與模式為何？

我們希望用個簡潔快速的方法，迅速知道一個數可以是幾種圖形數，又當一個數是多重圖
形數時，它有哪些相同的變化或不規則變化，這些都是我們討論的題目。



第二名:旋轉硬幣的機率
類別:機率、角速度、微分



研究動機

我們在學機率時常開玩笑：「如果硬幣會站起來」。而在印度小說
Q&A中，羅摩·穆罕穆德·湯瑪士在小時候曾經被一位算命師算過命，
算命師特別給羅摩一枚幸運硬幣，這枚硬幣似乎賦予了羅摩好運氣，
往往決定羅摩在重大事件上的行動，而他引起我的注意，如果羅摩
的硬幣會站起來呢？



研究目的

一、探討硬幣出現正面、反面、側面的條件

二、探討硬幣速度與角初速的關係

三、探討正面、反面與側面出現機率的值

四、探討非均質硬幣出現正面、反面與側面出現的機率



第三名:無奇不有的拋物線-
頂點移動軌跡的探討

類別:雙橢拋



研究動機

國中時，老師提到過在二次函數y=a𝑥2+bx+c的圖形中，a會影響開口大
小，c 會影響函數圖形的高低。這樣的結果往往是使用配方法，得到
y=a𝑥2+bx+c=a(𝑥 − 𝑤)2+S 的形式，再探討a、c兩變數對圖形的影響。然
而，我卻好奇，當二次函數y=a𝑥2+bx+c只改變b 值時，函數圖形會怎樣
在座標上移動呢？那如果讓a、b、c互相有關係，圖形又會有什麼樣的
變化呢？因為頂點是拋物線最具特殊性及代表性的位置，就以拋物線的
頂點做為圖形變化的主要觀察對象，展開了下列的研究（如下圖）。



研究動機



研究目的

從上面的三個圖形可以發現，當二次函數y=a𝑥2 +bx+c的a,b,c值改
變時，圖形的頂點軌跡會出現直線及拋物線，因此本研究希望能
找出當二次函數的各項係數（a,b,c）任兩者間具有二次以下的函
數關係時，其頂點所產生的各種軌跡，並針對較特殊的圖形進行
討論，進一步將其軌跡的方程式求出，再與所繪出的圖形做分析及
比較。因此，我的研究目的如下:



研究目的

一、觀察二次函數 y=a𝑥2+bx的頂點在a、b 互相具有二次以下的函
數關係時，所產生的軌跡圖形，因此我討論以下兩種情形：

（一）當a=P𝑏2+Qb+R時

（二）當b=P𝑎2+Qa+R時



研究目的

二、觀察二次函數𝑦 = 𝑎𝑥2+bx+c的頂點在c、a及c、b 互相具有二
次以下的函數關係時，所產生的軌跡圖形，因此我討論以下四種情
形:

（一）當c=P𝑎2+Qa+R時

（二）當a=P𝑐2+Qc+R時

（三）當c=P𝑏2+Qb+R時

（四）當b=P𝑐2+Qc+R時

三、利用代數方法求出上述各種組合的一般式，證明其與頂點軌
跡圖形的充要條件後，分析圖形種類。



第三名:驚奇的數
類別:方程式、多邊形數



研究動機

數學專研時間，老師發下題的題目，給我們寫十五分鐘。時間一
到，立即研討，其中有一題是有關『驚奇的數』的問題，特別引
起我們的注意，於是舉手向老師提問。老師說：「呵呵!其實，我
是故意不讓大家一下子就算出來這一題的。」在老師的挑戰性問法
下，我們便開始研究起這”驚奇的數”了。我們使用參考文獻[1]
的矩陣方法，與高二下學期第三章「矩陣」有相當的關聯性，這些
雖然並不在高中課程內，但學習這些知識可以處理更廣泛的矩陣問
題。



研究目的

1.找出所有驚奇的數，並以一般式及遞迴式表示。

2.探討哪些p邊形數亦同時為四邊形數，並以一般式及遞迴式討論
之。

3.探討切比雪夫多項式與我們研究的巧妙關係。



第三名:天羅地網－雷射光線
之反射路徑與正n邊形完全圖

之關係探討
類別:光反射、三角、圓



研究動機



研究目的



佳作:三角梅花五面開
類別:高斯、多項式、五邊形



研究動機

一次專題課中，我們研讀了《算術講義》而認識高斯五邊形定理，
發現圖形面積之間的關係，進而引發我們好奇，在一個圖形中，
已知部分面積，是否可以找出它與整個圖形的關係？而講義尾聲
留下的問題，啟發我們探討是否可以五邊形內部不同區域的面積
而求得整體五邊形的面積？我們更好奇推廣到其他的凸多邊形時，
內部是否亦有關係式？此外，更致力於回歸到較純粹的手法，書
寫證明時，以讀者容易了解為原則，期望對於學習數學上能夠有
所助益。



研究目的

1. 使用簡潔扼要的方式證明高斯五邊形定理

2. 改變已知條件：從五邊形內部不同的三角形求五邊形面積

3. 探討六邊形以上之圖形是否也有關係式



佳作:Avoid123
類別:矩陣、遞迴關係



研究動機

我們這個題目的來源是某一天老師在專題課時突然提出來的突擊問
題，一開始我們只是把它當成專題來研究，然而隨著不斷的討論
與失敗讓我們對這個題目越來越有興趣，並決定正式把這個當成
我們的科展題目。後來又去上網查了一些資料(見附錄)，卻查到了
很多外國文獻然而外國文獻和研究中都並未對這個問題有一個很
好的處理方法(例如只有 n<=3 才能使用的公式)，抑或者是只有研
究特定情況下的 avoid。例如：(avoid123 且 avoid132)或(只有一個
123 且 avoid312) 等等同時有兩個條件的例子，感覺到此問題富有
挑戰性，並期待可以找到一個更加適當的方法去全面地處理這個
問題。



佳作:萬花筒-正三角鏡
類別:三角、反射、同餘



研究動機

有天老師上數學課時，提到直線的鏡射，我們靈機一動，想到了正
三角鏡的萬花筒。在三角鏡中以一頂點為光源向對邊發射，使其
在內部不斷地反射（如圖 1）。以邊為對稱軸，將三角鏡無限翻轉
（如圖 2、圖 3）。可從這些無數的入射線、反射線都呈一直線地
無限延伸。



研究動機

圖1:三角鏡內的反射光 圖2:入射線與反射線會共線 圖3:展開圖



研究動機

我們將研究光點是否會射回原點（光源），若會，則探討入射、反
射的總次數是多少次?若不會反射回原點（光源），則探討光源打
在邊上的這無數點的分布，在這邊上是否具有稠密性? 



研究目的



佳作:圓盤在彈性碰撞下覆
蓋面積之探討
類別:圓、斜率、彈性碰撞



研究動機

首次得知時下熱門的家用清潔幫手---機器人掃地機(如圖 1.)便對這
科技產品心生好奇，仔細觀察其運作方式後發現：掃地機經過的
區域大抵皆能達清潔之效，但遇障礙物時用以引導方向的前端需
要轉向才能繼續清掃，因而不盡然能打掃到每一塊區域，也很容易
重複清掃到相同的地方，因此清掃一次的經濟成本較一般吸塵器
為高。之後有次看 DVD 時，其待機畫面為一橢圓形圖示(如圖 2.)
在螢幕上不停地進行彈性碰撞運動，其路徑看似也能佈滿整個螢
幕。這讓我們聯想到：既然掃地機行經區域大抵皆能達清潔之效，
那麼是否可藉由彈性碰撞運動的方式來清掃房間，以節省遇到障礙
物時必須轉向再前進的時間？



研究動機

於是，我們想要瞭解若掃地機以彈性碰撞運動方式行進時，不同的
出發角度對於清掃面積的影響；其次，我們也留意到房間內的插
座位置會影響掃地機的起始狀況，因而導致路徑不同，所以我們
想進一步暸解倘若改變起始位置對於清掃面積又有何影響？



研究目的

一、探討圓盤在正方形區域內以不同角度出發進行彈性碰撞運動的
面積覆蓋情形。

二、探討圓盤在長方形區域內以不同角度出發進行彈性碰撞運動的
面積覆蓋情形。

三、探討在相同面積的矩形區域內，圓盤以同一角度出發進行彈性
碰撞運動的面積覆蓋情形。

四、探討在相同區域內，改變圓盤起始位置，以同一角度出發進行
彈性碰撞運動對面積覆蓋的影響。


