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一等獎 連續函數與多倍角公式推廣研究

Chebyshev Polynomial可被以下式子定義：T𝒎(cos(θ))=cos(mθ)。

例如：2𝒄𝒐𝒔𝟐(θ)-1=cos(2θ)，因此，T2(x)=2𝒙
𝟐-1。

4𝒄𝒐𝒔𝟑(θ)-3cos(θ)=cos(3θ)，因此，T𝟑(x)=4𝒙
𝟑-3x，以此類推。

對cos而言，對於所有的m ∈ ℕ，均存在T𝒎(x)∈ ℂ[x]使得T𝒎(cos(θ))=cos(mθ)。

研究動機

代數
+

數論



一等獎 連續函數與多倍角公式推廣研究

這讓我開始好奇，怎樣的函數f會有如此的性質呢？

（對於所有的m ∈ ℕ，均存在𝑷𝒎
𝒇
(x)∈ ℂ[x]使得𝑷𝒎

𝒇
(f(x))=f(mx)。)

然而，經過簡單的驗證可以發現：這件事情對於一般的函數是不成

立的(比如說：sin(x))。

基於單純的好奇心，我開始了此次的研究。

研究動機

代數
+

數論



一等獎 連續函數與多倍角公式推廣研究

原本的目標為找尋連續函數f:ℂ → ℂ滿足對於所有m ∈ ℕ，均存在

𝑷𝒎
𝒇
(x)∈ ℂ[x]使得𝑷𝒎

𝒇
(f(x))=f(mx)。

但對於任意的x，由於我們只關心mx的函數值。因此我們將目標改為連

續函數f：[0,∞) → ℂ。我們因起初找不到方向，故先以解析函數作為

觀察對象，得到初步結果後，才回來討論原本問題，最後將研究結果推

廣至f：(0, ∞) → ℂ及任意的P-多倍角函數。

研究目的

代數
+

數論



二等獎 圓周上跳躍回歸問題之研究

第27屆環球城市數學競賽試題中，有一個關於圓周上跳躍問

題：「12隻蚱蜢處於圓周上的不同點，牠們將圓周分割成12

段弧，每步每隻蚱蜢同時沿順時針方向跳到以牠為端點的弧

之中點，得到新的12段弧，繼續這樣的跳步，則是否能在12

步後至少有一隻蚱蜢回到初始點？」我們對這樣的回歸性質

感到好奇，便展開一連串的研究。

研究動機

數論



(一)圓周上相異n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的最小變換數。

(二)圓周上相異n個點變換成與下一點所成弧之中點，求某點回歸的所有可能變換

(二)數。

(三)圓周上相異n個點變換成與下一點所成弧之p:q處，求某點回歸的最小變換數。

(四)圓周上相異n個點變換成與下一點所成弧之p:q處，求某點回歸的所有可能變

(四)換數。

(五)圓周上相異n個點在特殊初始位置座標之回歸性質研究。

研究目的

數論
二等獎 圓周上跳躍回歸問題之研究



三等獎 費馬多邊形數定理之延伸探討

在一本書：《陶哲軒教你聰明解數學》中看到了四平方

和定理，發現這麼美麗的定理居然不過是費馬多邊形數定理

的一個特例罷了，看完了費馬多邊形數定理後，我又對於數

學之美有了更深一層的認識，也決心要持續將費馬多邊形數

定理繼續推廣下去。

研究動機

數論



三等獎 費馬多邊形數定理之延伸探討

在歷經去年的參展經驗的洗禮後，我對於此研究議題有

了更深一層的體悟，同時也對於當時來不及完全解決此研究

議題感到些許遺憾，恰好在去年參展完不久，我便對此議題

有了新的靈感，因此，我便決定要持續對此研究主題進行研

究，以期能夠達成新的突破。

研究動機

數論



本研究主要研究的核心問題為：

針對給定的二次式f(n)=a𝒏𝟐+bn+c，定義一數列

<𝒂𝒏 >𝒏=−𝟏
∞ =<𝒂−𝟏=0,𝒂𝒏=a𝒏

𝟐+bn+c,∀𝑛≥0>，研究是否存在

一正整數𝛾，使得對於任意非負整數𝑥，𝑥皆可表示成數列

<𝒂𝒏 >𝒏=−𝟏
∞ 中取出的𝛾項之和，以及正整數𝛾與二次式

a𝒏𝟐+bn+c兩者間的關係。

研究目的

數論
三等獎 費馬多邊形數定理之延伸探討



(一)明確定義所研究之問題、建構出一套理論，並論證出一

(一)些可供應用的數學定理。

(二)藉由所求得定理，分別建構對於任意給定二次式

(二)a𝒏𝟐+bn+c，尋求其對應的正整數𝛾之上界、下界的模型。

(三)藉由優化研究目的(二)中的模型，使得所求得的上下界

(二)差距降低，最後用夾擠求得正整數𝛾的值。

研究目的

數論
三等獎 費馬多邊形數定理之延伸探討



在閱讀歷屆科展作品時，於「在已知圖形上做過定點之

三角形研究」這件作品的研究目的：

若給定三圖形Γ1、Γ2、Γ3與三定點P、Q、R，如何做一三角

形ΔABC使得A在Γ1上、B在Γ2上、C在Γ3上且滿足P在𝑩𝑪上、

Q在𝑨𝑪上且R在𝑨𝑩上？

研究動機

幾何
三等獎
從「圓」「點」出發—過定點的圓內接多邊形之研究



一、當Γ1、Γ2、Γ3為三條直線時的作法

二、當Γ1、Γ2、Γ3為兩直線和一圓時的作法

三、當Γ1、Γ2、Γ3為一直線和兩圓時的作法

四、當Γ1、Γ2、Γ3為三圓時的作法，但三圓不完全重合

五、當Γ1、Γ2、Γ3為三圓時的作法，但三圓重合

六、將問題推廣為在已知圖形上作四邊形且當

Γ1、Γ2、Γ3、 Γ𝟒為四重合的圓

研究動機

幾何
三等獎
從「圓」「點」出發—過定點的圓內接多邊形之研究



發現其中的問題五與六，作者是採用包絡的作圖方式處理，

但這樣的方式需限制在某些條件下，無法完整的推廣與證明，

因此我希望找尋其他的作圖方式可以

來解決該問題並將之推廣至多邊形，

於是開啟我的研究之路。

研究動機

幾何
三等獎
從「圓」「點」出發—過定點的圓內接多邊形之研究



（一）探討平面上給定一圓及任三點皆不共線的n點，求作各邊或其

延長線上恰含有前述n點中之一點的圓內接n邊形之作法。（n

為大於2的正整數）

（二）探討平面上給定一圓及任三點皆不共線的n點，求作各邊或其

延長線上恰含有前述n點中之一點的圓內接n邊形

之解的個數與條件。（n為大於2的正整數）

研究目的

幾何
三等獎
從「圓」「點」出發—過定點的圓內接多邊形之研究



（三）探討平面上給定一圓及任三點皆不共線的n點，求作各邊或其

延長線上恰含有前述n點中之一點的圓內接n邊形有唯一解的

軌跡方程式、軌跡圖形及其性質。（n為大於2的正整數）

（四）探討空間中給定一圓球及不共線三點，求作各邊或其延長線

上恰含有前述三點中之一點的球內接三角形有唯

一解的軌跡方程式及其圖形。

研究目的

幾何
三等獎
從「圓」「點」出發—過定點的圓內接多邊形之研究



三等獎 格子直線數與歐拉函數之探討

本研究在探討過原點且通過特定格子區域中格子點的直線數，利用縱向

或橫向方式來計算。不論哪一種方式皆從正方形區域探討，得到其格子直線

數與歐拉函數有關，特別是在橫向方式中增加上高斯符號與高斯符號協助計

算，得到正方形、長方形、三角形及圓形區域的直線數及其上下界，及探討

上下界的特定區域。此外，將原點移動到任意點，探討過任意點且通過特定

格子區域中格子點的直線數，得到一些有趣的性質。

研究動機

組合



三等獎 格子直線數與歐拉函數之探討

接下來，從正方形區域推廣至高維度的超立方體區域中的直線數，並推導出

三個歐拉函數的推廣式，其中一種是約當囿互質函數，使用這些函數不僅能簡化

計算，更能拓寬歐拉函數的視野。另外二種皆是利用幾何結構推導出來，其中一

種是用第二類史特林數來表示。

最後我們使用此歐拉函數的推廣三式推導出高維度的超立方體、超長方體、

單體(即高維度中廣義三角形區域)及角錐柱中的格子直線數及其

上下界，特別是利用橫向方式獲得公式的更為精簡。

研究動機

組合



一、探討正方形區域中某些格子點對應歐拉函數的關係，以及導

出其格子直線數及其上下界，並且探討上下界的特定區域。

同時探討將原點移動到任意點的直線數論證其性質。

二、探討任意三角形區域、長方形及圓形區域中的格子直線數及

其上下界，以及探討上下界的特定區域。

研究目的

組合
三等獎 格子直線數與歐拉函數之探討



三、探討超立方體區域中某些格子點對應歐拉函數的推廣三式，且推導出超

立方體區域中的格子直線數及其上下界，以及探討上下界的特定區域。

四、探討超長方體區域中的格子直線數及其上下界，並探討上下界的特定區域。

五、探討高維度單體及角錐柱中的格子直線數及其上下界，並探討上下界的特

定區域。

研究目的

組合
三等獎 格子直線數與歐拉函數之探討



三等獎 σ𝒏=𝟏
∞ 𝒏

𝑪𝒏
𝟐𝒏=

𝟐 𝟑𝝅+𝟏𝟖

𝟐𝟕
與其相關的無窮級數

班上討論校慶園遊會攤位時，同學們設計了一個博奕遊戲，流程如下：

1.玩家隨意指定一個正整數n。

2.莊家拿出大小相同的n顆白球與n顆黑球，並將之放入一足夠大

2.的箱子內。(假設每一顆白球與黑球被取出的機率皆相等) 

3.玩家從箱子內一次取出n顆球，若n顆球均為白球則

3.可得n元的獎金。

研究動機

代數
+

組合



三等獎 σ𝒏=𝟏
∞ 𝒏

𝑪𝒏
𝟐𝒏=

𝟐 𝟑𝝅+𝟏𝟖

𝟐𝟕
與其相關的無窮級數

自然而然的，大家想要知道這個遊戲的實際效益，我想到了從期望值

的定義出發。注意到若以實際情況來看，正整數n的大小跟範圍應加

以考慮與限制，但我感興趣的是n可為任意大的情況，此時的期望值

計算為σ𝒏=𝟏
∞ 𝒏

𝑪𝒏
𝟐𝒏，為一個難處理的無窮級數，引起了我的研究動機，

希望能透過一些數學概念與方法嘗試解決。

研究動機

代數
+

組合



一、嘗試延伸原問題。

二、利用數學方法解決原問題並試著探討一系列相關的無窮級數。

三、將研究結果推廣並試著找出相關應用。

討論表中無窮級數的收斂值及近似值

研究目的

三等獎 σ𝒏=𝟏
∞ 𝒏

𝑪𝒏
𝟐𝒏=

𝟐 𝟑𝝅+𝟏𝟖

𝟐𝟕
與其相關的無窮級數 代數

+

組合







































































Thank you for listening!












