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Problem 1



Z
+
是一個正整數集合。

對於所有的正整數𝒂和𝒃，確定出所有的函數𝒇: Z
+
→ Z

+

使得

𝒂𝟐 + 𝒇 𝒂 𝒇(𝒃)可以被𝒇 𝒂 + 𝒃整除。

Problem 1 數論



對於所有的正整數𝒏，𝒇 𝒏 = 𝒏。

對於所有的𝒏 ∈ Z
+
， 𝒇 𝒏 = 𝒏明確的滿足原本的敘述，

我們表示出一些可能的方法去證明這是唯一可能的解。

Answer 1 數論



我們首先對於原本的敘述執行了以下的替換：

(1)若𝒂 = 𝒃 = 𝟏，我們發現 𝒇 𝟏 + 𝟏 | 𝒇 𝟏 𝟐 + 𝟏，這

(1)意味著𝒇 𝟏 = 𝟏。

(2)若𝒂 = 𝟏，我們發現 𝐛 + 𝟏 | 𝒇(𝒃) + 𝟏，特別是對於

(1)所有的𝒃 ∈ Z
+
，𝐛 ≤ 𝒇(𝒃)。

(3)若𝐛 = 𝟏，我們發現 𝒇 𝒂 + 𝟏 | 𝒂𝟐 + 𝒇(𝒂)，因此

(1)𝒇 𝒂 + 𝟏 | 𝒂𝟐 − 𝟏，特別是對於所有的𝐚 ≥ 𝟐，

(1)𝒇 𝒂 ≤ 𝒂𝟐 − 𝟐。

Solution 1-1 數論



𝒑是一個任意的奇質數，對原本的敘述替換𝒂 = 𝒑和

𝒃 = 𝒇(𝒑)，我們發現 𝟐𝒇 𝒑 | 𝒑𝟐 + 𝒇 𝒑 𝒇(𝒇 𝒑 )。

因此，𝒇(𝒑)可能的值有𝟏、𝒑和𝒑𝟐。

根據(2)，𝒇(𝒑) ≥ 𝒑。

根據(3)，𝒇 𝒑 ≤ 𝒑𝟐 − 𝟐。

所以對於所有的質數𝒑，𝒇 𝒑 = 𝒑。

Solution 1-1 數論



對原本的敘述替換成𝒂 = 𝒑，我們發現𝒃 + 𝒑 | 𝒑𝟐 + 𝒑𝒇(𝒃)。

然而，從

𝒃 + 𝒑 𝒇 𝒃 + 𝒑 − 𝒃 = 𝒑𝟐 − 𝒃𝟐 + 𝒃𝒇 𝒃 + 𝒑𝒇 𝒃

我們得到 𝒃 + 𝒑 | 𝒃𝒇 𝒃 − 𝒃𝟐。

因此，這成立於任意大的質數𝒑，對於任何固定的𝒃。

也因此我們如預期的必得出

𝒃𝒇 𝒃 − 𝒃𝟐 = 𝟎 或 𝒇 𝒃 = 𝒃。

Solution 1-1 數論



根據上述，我們有(1)~(3)敘述。

在(2)和(3)的情況下，我們有

𝟑 | 𝒇 𝟐 + 𝟏 和 𝒇 𝟐 + 𝟏 | 𝟑 對於𝒃 = 𝟐。

現在利用𝒂 = 𝟐我們得到 𝟐 + 𝒃 | 𝟒 + 𝟐𝒇(𝒃)。

令𝒇 𝒃 = 𝒙，則

2𝟏 + 𝒙 ≡ 𝟎 𝒎𝒐𝒅 𝒃 + 𝟏 。

𝟒 + 𝟐𝒙 ≡ 𝟎 (𝒎𝒐𝒅 𝒃 + 𝟐)。

Solution 1-2 數論



根據第一個等式得到

𝒙 ≡ 𝒃 𝒎𝒐𝒅 𝒃 + 𝟏

所以𝒙 = 𝒃 + 𝒃 + 𝟏 𝒕對於一些整數𝒕 ≥ 𝟎，則

𝟎 ≡ 𝟒 + 𝟐𝒙 ≡ 𝟒 + 𝟐 𝒃 + 𝒃 + 𝟏 𝒕 ≡ 𝟒 + 𝟐 −𝟐 − 𝒕 ≡ −𝟐𝒕 (𝒎𝒐𝒅 𝒃 + 𝟐)

又因為𝟏 + 𝒙 | 𝒃𝟐 − 𝟏(由(3)得到)，所以𝒕 ≤ 𝒃 − 𝟐。

若𝒃 + 𝟐是奇數，則𝒕 ≡ 𝟎 (𝒎𝒐𝒅 𝒃 + 𝟐)，可知𝒕 = 𝟎，這

意味著𝒇 𝒃 = 𝒃。

Solution 1-2 數論



若𝒃 + 𝟐是偶數，則

𝒕 ≡ 𝟎 (𝒎𝒐𝒅 (𝒃 + 𝟐)/𝟐) ，

可知𝒕 = 𝟎或𝒕 = (𝒃 + 𝟐)/𝟐，

但是若𝒕 ≠ 𝟎，根據定義可知

𝒃+𝟒

𝟐
= 𝟏 + 𝒕 =

𝒙+𝟏

𝒃+𝟏
，

又因為𝒙 + 𝟏 | 𝒃𝟐 − 𝟏，所以
𝒃+𝟒

𝟐
可以被𝒃 − 𝟏整除，

因此𝒃 + 𝟒 | 𝟏𝟎且唯一的可能性是𝒃 = 𝟔，

所以對於偶數的𝒃，𝒃 ≠ 𝟔我們得到𝒇 𝒃 = 𝒃。

Solution 1-2 數論



最後，根據(2)和(3)，在𝒃 = 𝟔的情況下，我們有

𝟕 | 𝒇 𝟔 + 𝟏 和 𝒇 𝟔 + 𝟏 | 𝟑𝟓 ，

這意味著𝒇 𝟔 = 𝟔或𝒇 𝟔 = 𝟑𝟒。

在𝒂 = 𝟓，𝒃 = 𝟔的情況下根據原始方程式得到

𝟏𝟏 | 𝟓(𝟓 + 𝒇 𝟔 )，所以後者是不成立的。

因此，對於每一個正整數𝒏，𝒇 𝒏 = 𝒏。

Solution 1-2 數論



利用歸納法進行

在Solution 1中，我們有𝒇 𝟏 = 𝟏，假設對於一些整

數𝒏 ≥ 𝟐，𝒇 𝒏 − 𝟏 = 𝒏 − 𝟏。

將原本的敘述替換成𝒂 = 𝒏和𝒃 = 𝒏 − 𝟏，可得

𝒇 𝒏 + 𝒏 − 𝟏 | 𝒏𝟐 + 𝒇(𝒏)(𝒏 − 𝟏) ，

因為𝒇 𝒏 + 𝒏 − 𝟏 | (𝒏 − 𝟏)(𝒇 𝒏 + 𝒏 − 𝟏)，所以

𝒇 𝒏 + 𝒏 − 𝟏 | 𝟐𝒏 − 𝟏 。

Solution 1-3 數論



將原本的敘述替換成𝒂 = 𝒏 − 𝟏和𝒃 = 𝒏，可得

𝟐𝒏 − 𝟏 | 𝒏 − 𝟏 𝟐 + 𝒏 − 𝟏 𝒇 𝒏 = (𝒏 − 𝟏)(𝒏 − 𝟏 + 𝒇 𝒏 ) ，

因為 𝟐𝒏 − 𝟏, 𝒏 − 𝟏 = 𝟏，所以

𝟐𝒏 − 𝟏 | 𝒇 𝒏 + 𝒏 − 𝟏 。

因此，𝒇 𝒏 + 𝒏 − 𝟏 = 𝟐𝒏 − 𝟏，

這意味著所需的𝒇 𝒏 = 𝒏。

Solution 1-3 數論



Problem 2



𝒎是一個固定的正整數。

用以下的做法定義一無限序列{𝒂𝒏}𝒏≥𝟏：

𝒂𝟏是一個正整數，且對於每一個整數𝒏 ≥ 𝟏，我們有

𝒂𝒏+𝟏 = ቐ
𝒂𝒏
𝟐 + 𝟐𝒎 𝒊𝒇 𝒂𝒏 < 𝟐𝒎

𝒂𝒏
𝟐

𝒊𝒇 𝒂𝒏 ≥ 𝟐𝒎

對於每個𝒎，測定出所有𝒂𝟏可能的值，使得序列的每一

項都是一個整數。

Problem 2 數論



Problem 3



有一個不等邊三角形𝑨𝑩𝑪與其外接圓Γ，𝑴是𝑩𝑪的中點，

在𝑨𝑴上有一動點𝑷。

∆𝑩𝑷𝑴和∆𝑪𝑷𝑴的外接圓與Γ分別再次相交於點𝑫和𝑬。

𝑫𝑷和𝑬𝑷與∆𝑪𝑷𝑴和∆𝑩𝑷𝑴的外接圓分別(第二次)相交

於點𝑿和𝒀。

證明：

隨著𝑷的變化，∆𝑨𝑿𝒀的外接圓會通過一個區別於𝑨

的固定點𝑻。

Problem 3 幾何



Problem 3 幾何

https://www.youtube.co

m/watch?v=SPX77Sw29Os

https://www.youtube.com/watch?v=SPX77Sw29Os


Problem 4



考慮一個𝟐𝟎𝟏𝟖 × 𝟐𝟎𝟏𝟗的板子，其每一單位平方內都有

整數，分享一個共同邊的兩個單位平方被稱為鄰居。

你在每一輪選擇一些單位平方，則每一個被選中的單位

平方，他們所有鄰居的平均數都可以計算出來(一個平方

單位計算一個鄰居平均數)，最後在完成計算之後，每一

個被選中的單位平方中的數字替換成相對應的平均數。

那麼有沒有可能在經過有限的輪次後，每次都能使所有

平方內的數字都變成一樣的？

Problem 4 數論



Problem 5



對於所有的實數𝒙和𝒚，確定出所有函數𝒇: R→ R

使得

𝒇 𝒙𝟐 + 𝒇 𝒚 = 𝒇 𝒇 𝒙 + 𝒇 𝒚𝟐 + 𝟐𝒇(𝒙𝒚)

Problem 5 代數+數論



相似題



考慮一個𝟐𝟎𝟐𝟎 × 𝟐𝟎𝟐𝟏的表格，其中每一個方格內都有

一個整數。你在每一輪選擇57個方格，則每一個被選中

的單位平方方格，以方格自己為中心的九宮格，將其餘

八格計算出平均數(邊緣的方格一樣以自己為中心去計算，

不須計算到八格)，最後在完成57次計算之後，每一個被

選中的方格中的數字替換成相對應的平均數。

那麼有沒有可能在經過有限的輪次後，每次都能使所有

方格內的數字都變成一樣的？

數論相似題



Thank you for listening!


