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摘要 
本次報告會介紹圖形數以及和圖形相關的數列，從多角數的介紹與雙重、三重

多角數問題出發到耳熟能詳的費氏數列並補充其他一樣和圖形、幾何相關的卡

塔蘭數，巴都萬數列 

壹、 圖形數 

多角數 
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貳、 數列與圖形的關係 

費氏數列 

費波那契數，又譯為黃金分割數。所形成的數列稱為費波那契數列 

 性質 

在數學上，費波那契數是以遞迴的方法來定義： 
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用文字來說，就是費氏數列由 0和 1開始，之後的費波那契數就是由之前

的兩數相加而得出。首幾個費波那契數是： 

1、 2、 3、 5、 8、 13、 21、 34、 55、 89、 144、 233、 377、 

610、 987……特別指出：0不是第一項，而是第零項。 

 發展歷史 

公元 1150年印度數學家 Gopala和金月在研究箱子包裝物件長寬剛好為 1

和 2的可行方法數目時，首先描述這個數列。在西方，最先研究這個數列

的人是費波那契，他描述兔子生長的數目時用上了這數列: 

1.第一個月初有一對剛誕生的兔子 

2.第二個月之後（第三個月初）牠們可以生育 

3.每月每對可生育的兔子會誕生下一對新兔子 

4.兔子永不死去 

假設在 n月有兔子總共 a對，n+1月總共有 b對。在 n+2月必定總共有 a+b

對：因為在 n+2 月的時候，前一月（n+1月）的 b對兔子可以存留至第 n+2

月（在當月屬於新誕生的兔子尚不能生育）。而新生育出的兔子對數等於所

有在 n月就已存在的 a對 

 與其他數列的關係 

1. 費波納契數也是帕斯卡三角的每一條紅色對角線上數字的和 

2. 與黃金分割關係： 

斐波那契數列：1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 

144,……。一個完全是自然數的數列，通項公式卻是用無理數來表達

的。而且當 n趨向於無窮大時，前一項與後一項的比值越來越逼近黃

金分割 0.618（或者說後一項與前一項的比值小數部分越來越逼近

0.618）。 

例如 1÷1=1，1÷2=0.5，2÷3=0.666，3÷5=0.6，5÷8=0.625，……，55÷

89=0.617977，……，44÷233=0.61802575，……，46368÷

75025=0.61803399，……，越到後面這些比值越接近黃金比。 

 推廣 

（1）斐波那契—盧卡斯數列 

盧卡斯數列 1、3、4、7、11、18…，也具有斐波那契數列同樣的性質。我

們可稱之為斐波那契—盧卡斯遞推：從第 3項開始，每一項都等於前兩項

之和 
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盧卡斯數列的通項公式為：

 

斐波那契—盧卡斯數列之間的廣泛聯繫： 

①任意兩個或兩個以上斐波那契—盧卡斯數列之和或差仍然是斐波那契—

盧卡斯數列。 

②任何一個斐波那契—盧卡斯數列都可以由斐波那契數列的有限項之和獲

得。 

類似的數列還有無限多個，我們稱之為斐波那契—盧卡斯數列。這兩個數

列有一種特殊的聯繫：F(n)·L(n)=F(2n)及 L(n)=F(n-1)+F(n+1) 

 

如數列 1，4，5，9，14，23…，因為 1，4開頭，可記作 F[1，4]，斐波那

契數列就是 F[1，1]，盧卡斯數列就是 F[1，3]，斐波那契—盧卡斯數列就

是 F[a，b]。 

(2)自然界中「巧合」 

斐波那契數列中的斐波那契數會經常出現在我們的眼前——比如松果、鳳

梨、樹葉的排列、某些花朵的花瓣數（典型的有向日葵花瓣），蜂巢，蜻蜓

翅膀，超越數 e（可以推出更多），黃金矩形、黃金分割、等角螺線，十二

平均律等。斐波那契數列在自然科學的其他分支，有許多應用。例如，樹

木的生長，由於新生的枝條，往往需要一段「休息」時間，供自身生長，

而後才能萌發新枝。所以，一株樹苗在一段間隔，例如一年，以後長出一

條新枝；第二年新枝「休息」，老枝依舊萌發；此後，老枝與「休息」過一

年的枝同時萌發，當年生的新枝則次年「休息」。這樣，一株樹木各個年份

的枝椏數，便構成斐波那契數列。這個規律，就是生物學上著名的「魯德

維格定律」 

卡塔蘭數 

卡塔蘭數(Catalan numbers)是組合數學中一個常在各種計數問題中出現的數

列。以比利時的數學家歐仁·查理·卡塔蘭（1814–1894）命名。 

 性質 

1. 卡塔蘭數的一般項公式為𝐶𝑛 =
1

𝑛+1
(2𝑛

𝑛
) =

(2𝑛)!

(𝑛+1)!𝑛!
 

2. Cn的另一個表達形式為𝐶𝑛 = (2𝑛
𝑛

) − ( 2𝑛
𝑛+1

) for n≥1，所以，Cn是一個自然

數；這一點在先前的一般項公式中並不是顯而易見的。 
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3. 遞迴關係 :  

𝐶0 = 0 𝑎𝑛𝑑 𝐶𝑛+1 = ∑ 𝐶𝑖𝐶𝑛−𝑖 𝑓𝑜𝑟 𝑛 ≥ 0 

𝑛

𝑖=0

 

它也滿足 : 

𝐶0 = 0 𝑎𝑛𝑑 𝐶𝑛+1 =
2(2𝑛 + 1)

𝑛 + 2
𝐶𝑛 

4. 第三點提供了一個更快速的方法來計算卡塔蘭數。 

卡塔蘭數的漸近增長為 

𝐶𝑛~
4𝑛

𝑛
3
2√𝜋

 

它的含義是當 n → ∞時，左式除以右式的商趨向於 1。（這可以用 n!的

斯特靈公式來證明。） 

所有的奇卡塔蘭數 Cn都滿足𝑛 = 2𝑘 − 1。所有其他的卡塔蘭數都是偶

數。 

 

而且 

𝐶𝑛 =  ∫ 𝑥𝑛
1

2𝜋
√

4

𝑥
− 1

4

0

𝑑𝑥 

 發展歷史 

1730年，中國清代蒙古族數學家明安圖比卡特蘭更早使用了卡特蘭數，在

發現三角函數冪級數的過程中，見《割圜密率捷法》。後來他的學生在

1774年將其完成發表，不過明安圖這裡對卡塔蘭數研究用處不大。 

1753年，尤拉在解決凸多邊形劃分成三角形問題的時候，推出了卡特蘭

數。 

1758年，Johann Segner 給出了尤拉問題的遞迴關係； 

1838年，拉梅給出完整證明和簡潔表達式；歐仁·查理·卡塔蘭在研究河內

塔時探討了相關問題，解決了括號表達式的問題。 

1900年，Eugen Netto 在著作中將該數歸功於卡塔蘭。 

內蒙古師範大學教授羅見今 1988年以及 1999年的文獻研究表明實際上最

初發現卡塔蘭數的也不是尤拉，而是明安圖。  

最後，由比利時的數學家歐仁·查理·卡塔蘭命名。在中國卻應當由清代蒙

古族數學家明安圖命名。 

 應用 

卡塔蘭數有很多與幾何有關的應用，以下會舉幾個例子做說明: 

1. Cn表示用 n個長方形填充一個高度為 n的階梯狀圖形的方法個數 

Cn表示用 n個長方形填充一個高度為 n的階梯狀圖形的方法個數。圖為
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n = 4的情況： 

 
這裡可以設 f(n)是 n階階梯可分成長方形方法數，f(0)=f(1)=1 

給階梯著色，如下圖，紅藍黃綠的區塊必定在不同矩形，以紫色為基準，

紅紫同矩形時，方法數為 f(0)f(3)，紫藍則是 f(1)f(2)，紫黃則是

f(2)f(1)，紫綠是 f(3)f(0) 

f(4)=f(0)f(3)+ f(1)f(2) + f(2)f(1)+ f(3)f(0)，符合 Cn的遞迴定義 

 

2. Cn表示通過連結頂點而將 n + 2邊的凸多邊形分成三角形的方法個數 

Cn表示通過連結頂點而將 n + 2邊的凸多邊形分成三角形的方法個數。圖

為 n = 4的情況：
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這邊則可以設 f(n)是 n+2邊形劃分數，f(0)=f(1)=1 

先選定一邊，再從剩下的點選一點當三角形頂點，多邊形被分成兩塊 

和前面概念類似，下圖的情況即是 f(0)f(3) 

六邊形劃分數就是 f(4)=f(0)f(3)+ f(1)f(2) + f(2)f(1) 

+ f(3)f(0)，即𝐶4 

 

 

3. Cn表示所有在 n × n格點中不越過對角線的單調路徑的個數 

Cn表示所有在 n × n格點中不越過對角線的單調路徑的個數。一個單調路

徑從格點左下角出發，在格點右上角結束，每一步均為向上或向右。計算

這種路徑的個數等價於計算 Dyck word的個數：X代表「向右」，Y代表

「向上」。下圖為 n = 4的情況： 
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這個問題可以先設左下角為原點，右上角為(n,n)，如下圖 

總行走路徑方法為(2𝑛
𝑛

)，即 2n步中 n步向右、向上的組合數 

延伸圖形，做(0,-1)到(n,n-1)連線，可發現穿越對角線的路徑都能和(1,-

1)到(n,n)對應(沿紅線反射) 

所以方法數為(2𝑛
𝑛

)- ( 2𝑛
𝑛−1

) = 𝐶𝑛 

 

巴都萬數列 

 

P(n) 的前幾個值是： 

1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86, 114, 

151, 200, 265, ...  

巴都萬數列是一個整數的數列，然後他是根據旁邊這個圖來定義他每一項的

值，他的前三項都是 1，第四項開始可以從他前二項，和前第三項相加得到 

 發展歷史 

接下來我來稍微介紹他的由來，因為網路上找到關於這個數列的歷史幾乎
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是沒有，八都萬數列的命名是以建築師理查•八都萬來命名，但他把這個

數列的發現歸功給荷蘭的建築師，漢斯范德蘭在 1994年發表的論文 

 性質 

1. 遞迴關係 

我們來了解一下八都萬數列他的一些性質，他的遞迴關係，

 
這邊說明了他的其中一項會剛好等於前幾項的和，像是第三個，Pn=前三到

前五項的和相加，然後佩蘭數列他也跟八都萬數列一樣滿足相同的遞迴關

係 

 

2. 反巴都萬數列 

接下來是反八都萬數列 

 
3. 項的和 
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4. 其他恆等式 

 

5. 估計值 

 

6. 整數分拆上的意義 

 

7. 多項式                                 
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8. 生成函數 

 
 其他特質 

 

以巴都萬數為邊長的等邊三角形組成的螺旋 
→ 

 

 

 

 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2
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