
數學解題方法第二組：
411031116楊子毅 411031121戴土宬
411031117劉秉翰 411031125陳宣睿
411031118張銓敏 411031128蔣一豪



什麼是碎形?

Ò 又稱分形、殘形
Ò 定義為「一個粗糙或零碎的幾何形狀，可以分成數

個部分，且每一部分都（至少近似地）是整體縮小
後的形狀」，即具有自相似的性質。

(科赫雪花形成 QR)



碎形的發展史

Ò 17 世紀時，數學家兼哲學家萊布尼茨思考過遞迴的
自相似，碎形的數學從那時開始漸漸地成形

Ò 1872年卡爾·魏爾斯特拉斯在皇家普魯士科學院給出
碎形的第一個定義：碎形是一種具有處處連續，但
又處處不可微等反直覺性質的函數圖形

Ò 1904 年，海里格·馮·科赫不滿意魏爾施特拉斯那抽
象和基於分析的定義，它擴展了龐加萊的定義，給
出了更加幾何化的定義並附上了一個類似函數的手
繪圖形，今天稱之為科赫雪花



Ò 1905 年瓦茨瓦夫·謝爾賓斯基構造出了謝爾賓斯基三
角形；隔年，又造出了謝爾賓斯基地毯

Ò 1918 年，兩名法國數學家皮埃爾·法圖和加斯東·茹
利亞通過各自獨立的工作，基本上同時得出了描述
複數映射以及函數迭代相關碎形行為的結果，並由
此引出了之後關於奇異吸引子的想法

Ò 1975年本華·曼德博提出了「碎形」一詞，來標記一
個郝斯多夫-貝西科維奇維數大於拓撲維數的物件



碎形的製作方法

Ò 逃逸時間碎形
Ò 迭代函數系統
Ò 隨機碎形
Ò 奇異吸引子



逃逸時間碎形

Ò 由空間（如複數平面）中每一點的遞迴關係式所定
義，例如曼德博集合

Youtube影片：https://www.youtube.com/watch?v=bjzPTgzOqLk

https://www.youtube.com/watch?v=bjzPTgzOqLk


迭代函數系統

Ò 使用固定的幾何替代規則生成碎形，得到的結果可
能是隨機的或確定的，如謝爾賓斯基三角形、科赫
雪花



隨機碎形

Ò 由隨機而無確定過程產生，如布朗運動的軌跡



奇異吸引子

Ò 以一個映射的迭代或一套會顯出混沌的初值微分方
程式所產生

Youtube影片：https://www.youtube.com/watch?v=oVfEztDDtQk(4:50~7:25)

https://www.youtube.com/watch?v=oVfEztDDtQk


碎形依據其自相似分類

Ò 精確自相似
Ò 半自相似
Ò 統計自相似



精確自相似

Ò 這是最強的一種自相似，碎形在任一尺度下都顯得
一樣。由迭代函數系統定義出的碎形通常會展現出
精確自相似來。



半自相似

Ò 這是一種較鬆的自相似，碎形在不同尺度下會顯得
大略（但非精確）相同。半自相似碎形包含有整個
碎形扭曲及退化形式的縮小尺寸。由遞迴關係式定
義出的碎形通常會是半自相似，但不會是精確自相
似。



統計自相似

Ò 這是最弱的一種自相似，這種碎形在不同尺度下都
能保有固定的數值或統計測度。大多數對「碎形」
合理的定義自然會導致某一類型的統計自相似（碎
形維數本身即是個在不同尺度下都保持固定的數值
測度）。隨機碎形是統計自相似，但非精確及半自
相似的碎形的一個例子。





科赫曲線

Ò 其形態似雪花，又稱科赫雪花、科赫星、科赫島、
雪花曲線。

Ò 它最早出現在瑞典數學家海里格·馮·科赫的論文《關
於一條連續而無切線，可由初等幾何構作的曲線》



科赫曲線製作方法

1. 給定線段p!p"將線段分成三等份（ p!s、st、tp"）
2. 以st為底，向外畫一個等邊三角形sut
3. 將線段st移去
4. 分別對p!s、su、ut、tp"重複1~3。



Ò 科赫雪花是以等邊三角形三邊生成的科赫曲線組成

的。科赫雪花的面積是 " # $ !

%
，其中s是原來三角形

的邊長。每條科赫曲線的長度是無限大，它是連續
而無處可維的曲線。







Ò 將 跟 中任意一點連線段取 的「分
點」，此點設為 ，即
或 ，將 跟 任意一點連
線段取 的「分點」。
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1P
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1 :k k-

1 :k k-

1 − 𝑘 𝑃!𝑃" = 𝑘𝑃!𝐴
1 − 𝑘 𝑃!𝑃" = 𝑘𝑃!𝐵



1.一維直線
找尋適合的線段比例

結果為下圖

A                                               B

1 : (0.5 1, )k k k k- < < 為一定值

0P 1P

k



Ò 嘗試
結果為下圖

1 : (0 0.5)k k k- < <

A B



Ò 把圖放大後，能發現有相似規律的其他點區，可推
論一點區內還有其他等比例縮小的點區。
1 : (0 0.5)k k k- < <



Ò 代數的方法證明下一個點所在的點區範圍
我們將做了n次的點稱為 ，下一點即為
將 向A或是B點做下一點
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Ò 將第n層點區假設成 ，依上述②式可得

則三段距離的範圍比為

其中 ， 為點區之最小值， 為點區之最大值。
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Ò 2.二維三角形 ( )0.5k =
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Ò 利用線性規劃描述點區，則第n層的第一點區為
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與 斜率相同，所以改變方程式常數項即可表示下一層點區

的範圍

已知 的斜率為 ，

令 為線段之 截距
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Ò 以此類推，通式為

由 代入 可知
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同理可知，另二條斜率的通式為

(m表示移動次數， ) 
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Ò 利用線性規劃和編號找出所有點區
利用改變常數項以及1、2、3的編號表示左下、上面、
右下的點區，而圖中圓圈之點區為3-2。



第0個點區為

假設某個點區K為
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則下一層點區的分佈有三種情況:
1. 相對點區K，只移動AB線段的點區K-1為

1

1(1 )
2

1(1 )
2

1 1(1 )
1 2 2 1

yn

y
yn

x

y y
n n

x x

y a

a
y x a

a
a a

y x
a a+

ì
ï ³ -
ï
ïï £ - -í
ï
ï
ï £ - - -

- -ïî



2.相對點區K，只移動BC線段的點區K-2為
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3. 相對點區K，只移動AC線段的點區K-3為
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Ò 利用內分點在三角形跑圖的結果(k=0.4)



Ò 利用內分點在三角形跑圖的結果(k=0.6)



Ò 觀察兩圖形可以知道當內分點取的比例k越大
時，中間所剩的空白會越少，相反也是。



Ò 回想一開始在一維時0.5 < 𝑘 < 1就會跑出一條
直線，但是二維三角形卻沒有點滿整個圖形，
推論下限不是0.5。



Ò 先用正三角形討論，透過改變k值可以改變中
間空白部分大小，當k越大，每一層的三角形
就會越大，反之亦然，只要第一層的三角形能
夠填滿中間空白，接下來每一層都不會再有空
白出現，而第一層最中間的空白為正三角形的
三心，因此推論當設定一個k恰好能點到三心
時，所有大於此k跑出來的圖皆能獲得跑滿整
個三角形的圖。



Ò 從最原始的謝爾賓斯基三角形可以得知，第一
層三角形的邊長為𝐴𝑆 = "

$
𝐴𝐵



Ò 𝐸" 為正三角形中心， 𝑆𝑇 為第二個三角形底邊，
當𝐸"通過𝑆𝑇時，表示此k恰好可以點滿整個圖
形，(此圖k為0.6)



Ò 𝐴𝐸" =
$
%
𝐴𝐴"

Ò 當𝐸"通過𝑆𝑇時

Ò 𝐴𝑇 = $
%
𝐴𝐵

Ò 𝐴𝑆 = $
%
𝐴𝐶

Ò 𝑘 = $
%



三維版本





Ò 由兩個三角形組成，設定一個為紅色一個為藍
色，進行方法為設定任意起點，有一定的機率
前往紅色三角形的頂點，同時也有一個比較小
的機率前往藍色三角形的頂點，透過比較複雜
的規則來獲得。







Ò 謝爾賓斯基地毯的構造與謝爾賓斯基三角形相
似，區別僅在於謝爾賓斯基地毯是以正方形而
非等邊三角形為基礎的。將一個實心正方形劃
分為3的9個小正方形，去掉中間的小正方形，
再對餘下的小正方形重複這一操作便能得到謝
爾賓斯基地毯。













三維版本(門格海綿)





碎形的維度

Ò 我們都知道人類是活在三度空間中，而三度空間是
什麼？我們都聽過點、線、面、空間，其實這就是
幾度的概念。

Ò 而碎形有趣的地方是它的維度不一定是整數，甚至
每一個碎形的維度都不相同。而非整數維度的概念
是德國數學家豪斯多夫所提出。碎形維度有兩個重
要概念，豪斯多夫測度和豪斯多夫維度但前述二種
概念都太抽象，故利用數學家史都華的說明來幫助
大家理解。



史都華討論維度的方法

Ò 在1維度，繩子要變成2
倍邊長，要取2條相等
的繩子兩端對齊。

Ò 在2維度，正方形要變
成2倍邊長，要取4個相
等的正方形。

Ò 在3維度，正方體要變
成2倍邊長，要取8個相
等的正方體。



Ò 所以對於邊長加倍，各維度有著以下內容及推論。

維度 1維 2維 3維 推論4維 推論k維

需要的同等物 2 4 8 16 視圖案而定

發現的指數關係 21 22 23 24 2k



Ò 同等物的數量=放大倍數維度

Ò 但要如何得到一個不是整數的維度k。如果有一個物
體，是用3個相等物抽象的拼在一起，邊長變2倍，
則按照推導的數學式，得到3=2k，log23=k，得到
k= 1.585…，就得到一個非整數的維度，以上是傑出
數學家史都華在他的數學科普著作《數學的問題》
中的說明。



謝爾賓斯基三角形

Ò 3個相等物抽象的拼在一起，邊長變2倍， 3=2k，
log23=k ， k= 1.585。



謝爾賓斯基地毯

Ò 8個相等物抽象的拼在一起，邊長變3倍， 8=3k，
log38=k ， k= 1.89。





黃金比例螺線

Ò 我們可從黃金比例的螺線中發現自我相似的情形，
如果我們將螺線放大就可以看到自我相似的情形。



羅馬花椰菜

Ò 羅馬花椰菜整體與局部具有自我相似



蒲公英

Ò 蒲公英就是最真實的碎形結構



閃電

Ò 閃電會不斷的開叉，每個局部與整體相似



立希藤貝格圖

Ò 1777年利希藤貝格電擊透明玻璃，而玻璃在電擊後
產生樹的紋路，感覺如同電在玻璃中流動的軌跡。



台南美術館2館

Ò 由日本建築
大師坂茂操
刀設計，崇
尚自然極簡
的風格表露
無遺。



五角碎形屋頂
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