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「珠」絲馬跡—彈珠臺與數學的交響

曲 

報告組別:第 6 組   

組員: 張心玫、林鈺祐、江晁維、楊荏喻、倪詩晶 

 

序、 前言 

彈珠臺這個遊戲家喻戶曉，看似簡單，實則包含許多隱含意義。無

論是從生活面向，亦或是從學術面向，彈珠臺的出現無疑做出了重大貢

獻。今日，我們將從各個面向深入探討，了解「彈珠臺」的出現帶來的

影響。 

l 研究動機 

由於上次在夜市跑去玩彈珠台，發現到彈珠台會先決定倍率再去

決定得分通道，由此我們發現可以選用彈珠台做為主題進行期末報

告。 

還記得彈珠台共有幾排？用幾顆彈珠？在顆數固定的條件下，想

要每一排都能打進的機會都不大；而若想要刻意打中其中某一排，也

絕非易事。決定落點的關鍵並非只有控制力道，玩家給予的初速度，

以及滾動時產生的摩擦力，加上釘子的碰撞力，都會影響最後的結

果。 

 

l 研究目的 

本次的實驗為觀察及統計在不考慮台面上的釘子分布與力道控

制，研究問題如下: 

每局平均各進排數的機率為何？顆數與排數是否有關連性？圖形分
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布是否有特殊的情況？以及試算期望值。 
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壹、 彈珠臺的基礎知識 

談起彈珠台就不得不提起高爾頓，最早的彈珠台就是由他發明的，稱

為高爾頓釘板，當然他發明的彈珠台與我們現今所玩的彈珠台是有所差異

的。 

 

高爾頓板（英語：Galton board），又稱為豆機（bean machine）、

梅花機（quincunx）等，是弗朗西斯·高爾頓發明的用以驗證中心極限定

理的裝置。  

中心極限定理（英語：central limit theorem，簡作 CLT）是概率論

中的一組定理。中心極限定理說明，在適當的條件下，大量相互獨立隨機

變量的均值經適當標準化後依分布收斂於標準正態分布。這組定理是數理

統計學和誤差分析的理論基礎，指出了大量隨機變量之和近似服從正態分

布的條件。 

 

 
高爾頓繪製的高爾頓板示意圖 

10,000 次拋擲硬幣實驗中

出現正面的平均比率，每次

抽樣（實驗）的樣本數為 

200（拋擲 200 次硬幣） 
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高爾頓釘板 

高爾頓想要找到一種方法，就是可以用父母的資料來推測小孩的結

果。舉例來說是不是高個子的父母生的孩子也會是高個子嗎？並且有沒有

一種數學公式，只用父母的身高就可以來預測小孩的身高呢？就在研究的

過程中，高爾頓觀察到很特別的情形，就是非常高的父母所生的小孩，會

比父母矮一些；而非常矮的父母所生的小孩，又會比父母高一點。這裡似

乎有種奇妙的魔力將人的身高從高矮的兩端往所有人的平均值推過去。這

樣的結果，卻使得高爾頓產生了困惑；因為他觀察到親子兩代各自的身高

數據，是遵循著同一個常態分布。但是根據拉普拉斯的中央極限定理，常

態分布成立的條件是存在於大量的，而非一個較小因素之作用。然而，遺

傳對於身高而言，卻是一項顯著的因素。高爾頓還想到，遺傳這項因素把

一種如身高的性狀優勢傳遞給下一代，按常理來想應該會出現兩極化的態

勢。如果是這樣，我們應該會看到一代接著一代的人之中，巨人與小矮子

的比例會日益增加，而中等普通身高者之比例則會日漸減少。可是，我們

觀察到的結果確是一代又一代的身高是穩定的，並且形成常態分布 
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高爾頓還設計一個别出心裁的裝置，稱為 quincunx (梅花樁)。其

實，這就是我們現在說的 Galton Board(高爾頓釘板)。當時，這項裝置上

方是一個漏斗狀的容器，可將許多大小相同的小球倒入並讓其掉落。每個

小球先碰到第一排釘子，繼續掉落則會碰到第二排釘子，並且碰到的機率

都是 1/2。球繼續掉落，最後落入底部隔開的槽内。假若一共有 n 排釘

子，各槽内的球數則服從於二項分布 B(n, 1/2)；當 n 很大時，它就接近

於常態分布。這項裝置只不過是一個二項分布或二項分布逼近常態的演示

器。高爾頓對其更加利用，使其與先前所提到的身高與遺傳之問題給連結

起來。他在此裝置的中間高度某 AB 處將流下的小球用一板子截住，則小

球會在該處聚成一個近似於常態分佈曲線的形

狀。接著，將 AB 處的閥門打開，讓小球繼

續在 quincunx 中之掉落，則每個小球就會

有一個新的起源，此起源的大小取决於原先累

積的球數；同樣地，愈近中間處球愈多。從每

一個這樣的起源裝置所掉落的球，到了 quincunx 底部則形成一個個小的

常態分布。而在 quincunx 底部所形成的大常態分布，則是這些個別小常

態分佈的混合。故整個 AB 可視為一個顯著因素 (如遺傳)，而底部所形成

的常態分布則表明了縱然有此顯著因素之作用，這並不會影響到最終結果

的常態性 (如身高)。 
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此為現今的彈珠臺 
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貳、 彈珠臺的相關理論與問題 

(一)機率 

舊稱幾率，又稱概率、機會率或或然率，是對隨機事件發生之可能性的度

量，第一個系統地推算機率的人是 16 世紀的卡爾達諾。 

我們日常所見所聞的事件大致可分為兩種：一種是確定性事件。確定性事

件包含必然事件和不可能事件。 如太陽從東方升起，或者在標準大氣壓下，水

在 100℃時會沸騰。我們稱這些事件為必然事件。 如擲一個點數只有 1 到 6

的骰子，向上一面的數字是 7。我們稱這些事件為不可能事件。 

一種是隨機性事件，如明天的氣溫比今天低、擲一枚硬幣得正面向上，又

或者在下一年度的 NBA 比賽中，芝加哥公牛隊會奪得全年總冠軍。這些事件

在一定條件下是否發生，是無法確定的。 

目前至少有兩種成功的將機率公式化的理論，分別是科摩哥洛夫公式化以

及考克斯（英語：Cox）公式化。在科摩哥洛夫公式化（參考機率空間）中，

用集合代表事件，機率則是對集合的測度。在考克斯定理（英語：Cox's 

theorem）中，機率是不能再進一步分析的基元，強調在機率值及命題之間建

立一致性的關係。在二種公式化方法中，機率公理都相同，只有一些技術細節

不同。 

事件 A 的機率一般會寫成 P(A)、p(A)或 Pr(A)，設隨機事件的樣本空間為 Ω，

Ω 的一個子集稱為事件。對於 Ω 中的每一個事件 A，都有實函數 P(A)，滿足： 
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1. 非負性：P(A)>=0； 

2. 規範性：P(Ω) =1 

3. 可數可加性：對可數個兩兩互斥事件{Ai}i∈N 有：∑ P(!
"#$ Ai) =

P(⋃ Ai∞
"#$ )  

任意一個滿足上述條件的函數 P 都可以作為樣本空間 Ω 的機率函數，稱函數值

P(A)為 Ω 中事件 A 的機率 

(二)二項分布理論 

只要符合下面 3 個特點，就可以判斷某些事件是二項分佈  

• 在相同條件下執行某事件  

• 其結果相互獨立  

• 每個事件都有相互對立的兩種可能結果 

設隨機變數 X 為彈珠最後所在格子的編號，那麼彈珠落到編號 k 的情

形是有 k 次向右，(10-k) 次向左落下，其機率為﹕ 

 

得 X 的機率分布如下： 

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

P 
1

1024 
10
1024 

45
1024 

120
1024 

210
1024 

252
1024 

210
1024 

120
1024 

45
1024 

10
1024 

1
1024 

近 0.0010 0.0098 0.0439 0.1172 0.2051 0.2461 0.2051 0.1172 0.0439 0.0098 0.0010 



11 
 

似

值 

 

(三)期望值 

試驗中每次可能的結果乘以其結果機率的總和，稱為期望值。在賭博中，

期望值又稱預期值、長期效果值、合理價值、期待值。如果 X 是在機率空間

(Ω,F,P) 中的隨機變數，那麼它的期望值 E(X)定義為: 

E(X)=∫ X% dP 

上述積分有時不存在，因此，不是每一個隨機變數都有期望值。如果兩個

隨機變數的分布相同，則它們的期望值也相同。 

期望值的性質如下: 

期望值 E 是線性函數。意即 E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y)，X和 Y 為在同一機

率空間的兩個隨機變數（可以獨立或者非獨立），a、b∈R。 
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一個隨機變數的函數的期望值並不等於這個隨機變數的期望值的函數。即

E(g(X))=	∫ g(x)f(x)% dx ≠ g(E(X) 

在一般情況下，兩個隨機變數的積的期望值不等於這兩個隨機變數的期望

值的積。當 E(XY)=E(X)E(Y)成立時，隨機變數 X和 Y 的共變異數為 0，又稱它

們不相關。特別的，當兩個隨機變數獨立時，它們共變異數（若存在）為 0。 

(四)關於彈珠台的相關機率問題這檔事 

 相信大家都有去過夜市也玩過彈珠台吧!但怎麼總是看到別人可以玩很久?

有的還拿獎品?明明同樣的遊戲，別人就可以享受特別多?你是否也有這樣的疑

問? 

所以我們今天探討有關彈珠台機率這檔事。 

根據我們多年來的觀察，這些人通常分為以下幾種： 

•獎金高時下注多 

•獎勵低時下注多 

•一直都下少少  

哪個才是投資理財的不二法門? 

接下來我們得先固定一些彈珠台的變因，如下圖所示: 
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已知彈珠台有五個洞口，現在彈珠台每次玩都有兩種情形，分別為 

(1)兩倍獎勵開三洞 

(2)八倍獎勵開一洞 

玩家可在打彈珠前選擇下注金額，若鋼珠進獎勵洞則獲得下注金額的 N 倍報

酬，反之你的賭金將被吃光光。 

進入探討： 

如右圖 

假設鋼珠由左邊第一根鋼釘上落下 

由前面所說的二項分布和巴斯卡三角形可知 

算法為從此鋼釘往下畫巴斯卡三角形 

假設獎勵為兩倍開獎洞為 1 3 4，賭金為 1 

可知進號碼洞的機率分別是 

2/6、3/6、1/6、0、0 

再由可得期望值 
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E=(2+1)/6*2-3/6*1 

接著我們統整了各類情況  

 

 

 

可以看出紅色的是"最佳"碰撞，而這也符合了二項分布定理，也可知道當你想

進獎勵洞，從他的正上方為"最佳"碰撞。 
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接著我們觀察 

 

發現在此條件下都下多跟都下少竟然會是最好的，這明顯與我們認知有些出

入，於是我們調整了金額。 

 

發現當我們調高賭金時，獎金低下多的成長度是最高的，而都下多與都下少則

固定在 0.933 

於是我們可知獎金低下多會是最好方案。 

不過仔細一看，其實成長度都低於 1，也就是說其實都還是虧本的，只能說賭

博傷財阿。 

接著我們想探討的是： 
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如果鋼釘的排數增加呢? 

由前面的二項分布和巴斯卡三角形，我們發現，排數增加影響的為起始鋼釘能

否碰撞至所有洞口。(兩邊洞口機率仍為最小)也因為巴斯卡三角形可看出，呈

現二項分布的情形會愈加明顯 
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再來思考二項分布的問題: 

 1.彈珠台一般來說遵守二項定律，試問:若有一個彈珠台(如圖)，彈珠落下

左:落下右的機率(每一階)=6:4，經過無數次後，幾號容器所裝的球數量最多? 

Sol:如圖所示:  

  可見五號容器最多。 

 2.呈上題，若要使 10號容器的球數數量最多，則二項分佈機率應趨近於多

少?(四捨五入取至小數點第一位) 
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 Sol:如圖所示: 

 可見最接近為 0.8 
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參、 彈珠臺的相關實驗及數據 

在正式開始討論研究內容與結果之前，先跟各位稍微說明一下，我們

將會在之後的實驗記錄利用二項分布計算期望值，了解老闆如何設計價錢

的分布。 
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21 
 

(一) 模型操作實驗： 

1. 將 50 顆彈珠從正中央一次放下，重複 10 次，並將每次的實驗結果紀

錄在下表中： 

K(第 k次) 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 合計 

1 3 4 4 7 8 9 5 5 3 1 1 50 

2 0 2 2 5 3 9 8 5 6 5 5 50 

3 3 3 6 10 6 5 6 2 6 3 0 50 

4 1 1 3 2 2 11 8 5 5 6 6 50 

5 1 5 2 8 6 9 2 8 3 3 3 50 

6 3 5 5 5 4 6 7 4 5 2 4 50 

7 2 6 5 3 9 3 6 7 3 3 3 50 

8 4 3 4 7 7 7 4 5 2 5 2 50 

9 6 2 6 2 7 10 4 10 1 1 1 50 

10 4 2 4 9 8 5 7 9 1 1 0 50 

 

2. 再將上述的結果分別計算其機率： 

K(第 k次) 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 合計 

P1(X=k) 0.06 0.08 0.08 0.14 0.16 0.18 0.1 0.1 0.06 0.02 0.02 1 

P2(X=k) 0 0.04 0.04 0.1 0.06 0.18 0.16 0.1 0.12 0.1 0.1 1 
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P3(X=k) 0.06 0.06 0.12 0.2 0.12 0.1 0.12 0.04 0.12 0.06 0 1 

P4(X=k) 0.02 0.02 0.06 0.04 0.04 0.22 0.16 0.1 0.1 0.12 0.12 1 

P5(X=k) 0.02 0.1 0.04 0.16 0.12 0.18 0.04 0.16 0.06 0.06 0.06 1 

P6(X=k) 0.06 0.1 0.1 0.1 0.08 0.12 0.14 0.08 0.1 0.04 0.08 1 

P7(X=k) 0.04 0.12 0.1 0.06 0.18 0.06 0.12 0.14 0.06 0.06 0.06 1 

P8(X=k) 0.08 0.06 0.08 0.14 0.14 0.14 0.08 0.1 0.04 0.1 0.04 1 

P9(X=k) 0.12 0.04 0.12 0.04 0.14 0.2 0.08 0.2 0.02 0.02 0.02 1 

P10(X=k) 0.08 0.04 0.08 0.18 0.16 0.1 0.14 0.18 0.02 0.02 0 1 
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看到這裡其實還是覺得樣本數有點少，故參考了另外一篇文章的實驗結果

來加以確認： 

 

將排數拓展至 15 排，第一次以 100 顆落下，之後每次的顆數為原本的再

加上 100 顆，直至 1000 顆為止。以下為實驗結果： 
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(二) 電腦程式模擬實驗： 

1. 利用教育部提供教學用模擬彈珠台研究其彈珠走向。如下圖： 

 

2. 單次放 50 顆彈珠，重複 10 次，統計結果如下： 

K(第 k次) 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 合計 

1 1 0 4 7 8 15 8 5 1 1 0 50 

2 1 0 4 1 12 15 9 6 2 0 0 50 

3 0 1 0 5 12 9 16 3 3 1 0 50 

4 0 0 1 6 7 17 7 9 2 1 0 50 

5 0 1 2 5 10 10 8 10 2 2 0 50 

6 0 0 2 9 15 10 8 4 2 0 0 50 

7 0 2 3 3 7 16 12 6 1 0 0 50 

8 0 2 4 4 12 10 10 5 3 0 0 50 
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9 0 0 0 3 7 16 15 8 1 0 0 50 

10 0 0 1 6 12 15 10 5 1 0 0 50 

 

3. 再次計算個別的機率： 

K(第 k次) 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 合計 

P1(X=k) 0.02 0.00 0.08 0.14 0.16 0.30 0.16 0.10 0.02 0.02 0.00 1 

P2(X=k) 0.02 0.00 0.08 0.02 0.24 0.30 0.18 0.12 0.04 0.00 0.00 1 

P3(X=k) 0.00 0.02 0.00 0.10 0.24 0.18 0.32 0.06 0.06 0.02 0.00 1 

P4(X=k) 0.00 0.00 0.02 0.12 0.14 0.34 0.14 0.18 0.04 0.02 0.00 1 

P5(X=k) 0.00 0.02 0.04 0.10 0.20 0.20 0.16 0.20 0.04 0.04 0.00 1 

P6(X=k) 0.00 0.00 0.04 0.18 0.30 0.20 0.16 0.08 0.04 0.00 0.00 1 

P7(X=k) 0.00 0.04 0.06 0.06 0.14 0.32 0.24 0.12 0.02 0.00 0.00 1 

P8(X=k) 0.00 0.04 0.08 0.08 0.24 0.20 0.20 0.10 0.06 0.00 0.00 1 

P9(X=k) 0.00 0.00 0.00 0.06 0.14 0.32 0.30 0.16 0.02 0.00 0.00 1 

P10(X=k) 0.00 0.00 0.02 0.12 0.24 0.30 0.20 0.10 0.02 0.00 0.00 1 
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(三) 結論： 

經過以上結果，可以得出當數據樣本越多時，將越接近二項分布的理論值。 
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肆、 彈珠臺本身與相關遊戲 
l 彈珠臺小遊戲 

運行此遊戲的網址，已放置於第五點「彈珠臺小遊戲」中。下圖

為運行此模擬程式約一小時後之結果: 

 (此圖僅供參考) 

l 與彈珠臺相似的遊戲 

1.電子遊戲 

 遊戲裡面常常有成功率這個東西，像

是成功強化武器的機率、某個技能附加能

力的發動機率、抽中稀有卡片的機率等

等。 

 

2.博弈-早期老虎機 

 早期的老虎機在數學方面較現代機臺易於理解。可能有 3 個轉

軸，每個轉軸上都有 10 個符號。  
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然後，我們可以將排列這些符號的獎金與擊中組合的機會進行比

較，以得出機器的投資回報率。如果賭場提供押注

998：1賠率，有 1/1000獲勝的機會，那麼該

賭場將擁有很低的優勢。隨著時間的流逝，會

逐漸顯示出利潤。 
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3.博弈-現代老虎機 

由於符號和捲軸已編程到計算機中，因此現代老虎機機台很難計

算。這使遊戲在很多方面都更加靈活。例如，它們不受捲軸大小的限

制。 

在遊戲從字面上和物理上變得太大

而無法實際使用之前，舊款機械式老虎

機在轉軸上只能有 10 多個符號。但

是，由計算機驅動的遊戲每個轉軸上可

能有 20 個符號。 

製造商的另一個優勢是，他們可以

調整出現特定符號的機率。每旋轉 10 次，某些符號就會出現一次；

其他人每 20 或 30 次旋轉可能只會出現一次。這使製造商和賭場能夠

提供更大的頭獎，並且仍然保持其賭場盈利。 

線上角子機遊戲具有多種功能。可以玩 5 個轉軸和 25 條支付線

的遊戲。散佈符號，野生符號，獎勵遊戲和累積獎金都為老虎機遊戲

增添了趣味性和多樣性。 

澳門大多數賭場的收入估計有 70%至 80%直接來自這些老虎機。 
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