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壹、 動機 

生活無處不是音樂，音樂之中充斥著數學，這使音樂成為了有

理性的感性。《音數小子》從明子中可以看出本組這次的報告是有關

音樂和數學，也顯示出我們究竟有多愛音樂和數學，雖然對於樂理

可能根本一翹不通，但對於聽歌或唱歌亦或是奏樂可能還是滿腔熱

忱，不過我們還是可以透過我們對於數學的感覺去試著理解其內容。

我們藉由這次數學解題方法期末報告，來好好探究音樂中的數學，

不管是理論上的符合還是應用上的巧合，我們都會去探尋，來發覺

其中的奧妙。 
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貳、 音樂與數學 

在中古世紀，能學習到知識的基本上只有貴族，所以有很多數 

學家都出生於貴族世家。而這些富二代除了學習之外樂器也是必須

要會一點的，所以有很多數學家也會彈奏樂器，甚至還比賽得獎。

以下內容是由 1924 年美國數學月刊 1 月份的內容中提取。 

 

赫爾曼·京特·格拉斯曼 (Hermann Günther Graßmann) 

 出生於 1809 年的德國，1840年，他採用了拉普拉斯的《天體

力學》和拉格朗日的《解析力學》中的基本理論，但用他從 1832

年就開始琢磨的向量方法表述。這篇文章最初發表於 1894-1911 年

的《合集》中，它包含了已知的最早的關於現在稱為線性代數的理

論以及向量空間的概念。外代數也稱為格拉斯曼代數，以紀念赫爾

曼·格拉斯曼。數學上，給定向量空間Ｖ的外代數，是特定有單位的

結合代數，其包含了Ｖ為其中一個子空間。它記為^(Ｖ)或^․(Ｖ)

而它的乘法，稱為楔積或外積，記為^。他除了在數學上有漂亮的

成就外，他還是一名鋼琴家和指揮家。 

  

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%8B%89%E6%99%AE%E6%8B%89%E6%96%AF
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%8B%89%E6%A0%BC%E6%9C%97%E6%97%A5
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%90%91%E9%87%8F
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BA%BF%E6%80%A7%E4%BB%A3%E6%95%B0
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%90%91%E9%87%8F%E7%A9%BA%E9%97%B4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%B5%AB%E7%88%BE%E6%9B%BC%C2%B7%E6%A0%BC%E6%8B%89%E6%96%AF%E6%9B%BC
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%B5%AB%E7%88%BE%E6%9B%BC%C2%B7%E6%A0%BC%E6%8B%89%E6%96%AF%E6%9B%BC
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B0%E5%AD%A6
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%90%91%E9%87%8F%E7%A9%BA%E9%97%B4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%89%E5%8D%95%E4%BD%8D%E7%9A%84
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%89%E5%8D%95%E4%BD%8D%E7%9A%84
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%B5%90%E5%90%88%E4%BB%A3%E6%95%B8
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BA%BF%E6%80%A7%E5%AD%90%E7%A9%BA%E9%97%B4
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奧古斯塔斯·德摩根(Augustus De Morgan) 

 出生於 1806 年的英國，是一名數學家也是一名邏輯學家，他明

確陳述了德摩根定律，將數學歸納法的概念嚴格化。德摩根自己在

解代數方程時會算出負數，但他認為當算出的答案為負數時，必需

作特殊的說明，以迴避負數本身的數學實在性。德摩根使用負數和

虛數，但他仍懷疑它們的數學意義。他認為如果一個問題的最終答

案算出來是負數，那說明原問題的提法不對。當算出最終答案為負

數後，把原問題反過來提就可以保證答案為正數，困難就解決了。

因此，他不認為負數一無是處，計算結果出現負數可以告訴解題者

其問題的陳述方式搞反了。他也是一位得獎無數的長笛演奏者。 

 

劉明輝、林正、楊影、周華健 

 這四位都是與數學系有關的音樂人歌手。 

劉明輝畢業於長春師範大學數學系 

林正畢業於政治大學應用數學系 

楊影畢業於台灣大學數學系 

周華健肄業於台灣大學數學系 

  

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%BE%B7%E6%91%A9%E6%A0%B9%E5%AE%9A%E5%BE%8B
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%BD%92%E7%BA%B3%E6%B3%95
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畢達哥拉斯(Πυθαγόρας) 

 是一名古希臘哲學家、數學家和音樂理論家。大家對他最熟悉

的莫過於畢氏定理，但今天我們不是要講鼎鼎有名的直角三角形，

我們今天要講的是另一種三角形。他認為數學可以解釋世界上的一

切事物，對數字癡迷到幾近崇拜；同時認為一切真理都可以用比例、

平方及直角三角形去反映和證實。他所說的音樂理論也跟三角形拖

不了關係。「tetractys」(下圖一)中文又叫四分位數，畢達哥拉斯在

其中發現了其與畢氏音階的關係。 

 

圖一 

  

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%A4%E5%B8%8C%E8%85%8A%E5%93%B2%E5%AD%A6%E5%AE%B6
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%AE%B6
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AF%94%E4%BE%8B
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B9%B3%E6%96%B9
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%9B%B4%E8%A7%92%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2


6 
 

古代中國 

宮商角徵羽是大家都耳熟能詳的中國五音，分別對應現在的 Do、

Re、Mi、Sol、La古人是如何決定出來的呢? 

 古人拿了條繩子固定兩端彈了一下，發現可以彈出音高，決定

將繩子縮短三分之一看看會有什麼效果，結果發現是一個更高的音

而且還跟第一個音合奏起來非常和諧，於是繼續縮短三分之一 ；到

了第五次，他們覺得這個音好難聽，第六次的音也難聽還跟前面的

音搭不起來，於是他們將前五次的音定成宮商角徵羽，後續也有人

做更嚴謹的定音。 

 

約翰·塞巴斯蒂安·巴哈(Johann Sebastian Bach) 

 把數學用的淋漓盡致的音樂家非巴哈不可了。出生於 1685 年的

德國，《十四首卡農》是他的作品中最充滿數學色彩的，在傳聞中，

巴哈在作曲之前會先在小本本寫滿數學公式，才開始創作喔!!後面也

會花多一點篇幅來講他的音樂作品。 
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皮耶·布萊茲(Pierre Louis Joseph Boulez) 

 出生於 1925 年的法國。在創作之初，布萊茲用了序列音樂標準

的管弦樂配器法，在寫出《第二鋼琴奏鳴曲》和《無主之錘》後成

了先鋒派音樂的頂尖人物之一。序列音樂也開始成為了潮流，不僅

僅是在音符的組織上使用序列技法，還在時值、音色、强度、速度

和力度各方面都序列化。序列化是指將音樂的一些參數；可能是一

個或幾個高音、力度、時值按照一定的數學排列組合，然後這些編

排序列或編排序列的變化形式在全曲中重複。後來常用在電子音樂

之中。除了序列音樂的排序問題外，他還利用笛卡爾積創造了作曲

公式，《第三鋼琴奏鳴曲》和《無主之錘》就是利用作曲公式譜出來

的。 

 

伊阿尼斯·澤納基斯(Ιάννης Ξενάκης) 

 出生於 1922 年的希臘，他的作品《轉移》實實在在地將轉移數

學用盡了作曲。 
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參、 關於音樂界中的數學… 

 

(一) 音階調音 

首先我們要來講講世界上的第一個音階「畢氏音階」 

兩個不同音高的音所構成的音程，它們的頻率關係必然是 3 的 

N次方除以 2 的M次方或是 2 的 N次方除以 3 的 M次方，當中

m和 n皆為正整數。 

 

圖二 

圖二可以看到三段弦 

Octave 代表八度；Fifth代表五度；Fourth 代表四度 

其中比例也符合上述的畢氏音階定義。 
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 既然有了 1:2、2:3、3:4 那會不會還有 5:4 跟 6:5 呢? 

 當然是有的啊!! 5:4的弦長比叫作大三度 6:5 則叫作小三度，兩

者只差了一個半音。 

 拉琴的人平時在演奏時靠著控制琴弦的長短產生不同的音高，

那他們是一眼就能看出琴弦的長度比嗎? 

其實並不然，他們是靠著平時練琴記住各個音的位置去做反應

的。 

講完了古希臘學者算出來的數字，那我們來核對看看現在鋼琴

發出的頻率能不能對上。 

圖三 

低音 Mi跟 La 的頻率相除
440

330
=
4

3
 符合前面的定義 

 中音 Re 跟 La 的頻率相除
880

587
=1.4999…≒

3

2
 符合前面的定義 

低音 Do 跟中音 Do的頻率相除
523

262
=1.99…≒

2

1
 符合前面的定義 
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再過測試後都符合畢氏階，也都符合八度、五度和四度的定義。 

那畢達哥拉斯是怎麼發現的呢? 

傳說畢氏某天經過一間打鐵舖，聽到打鐵聲竟然相當悅耳，便

好奇心大發，當場做起研究。由於他聰明絕頂，很快發現了其中的

奧秘。原來四名鐵匠所用的鎚子，重量分別是 6, 8, 9, 12(斤)──簡單

整數比 於是他趕緊衝回家，改用琴弦來做實驗，很快就歸納出類似

的規律：只要兩條琴弦的長度成簡單整數比，例如：4:3, 3:2, 2:1，

發出的聲音就會和諧悅耳。用現代術語來說，這三組音程分別是完

全四度(相差 5個半音)、完全五度(相差 7 個半音)以及完全八度(相

差 12 個半音)。 

經過時代的變遷，現在定義音高跟音階不再適用當時鐵匠敲敲

打打出來的音階了，現在用的是「十二平均律」 

 將一個八度平均分成十二等份，每等分稱為半音。八度音的頻

率分為十二等分，即是分為十二項的等比數列，也就是每個音的頻

率為前一個音的 2的 12 次方根 √2
12

= 2
1

12 = 1.059… 

圖四 

  



11 
 

現代的鋼琴也是以十二平均律來調律定音的。巴赫的《平均律

鍵盤曲集》更是完美地詮釋了平均律的優越性和轉調的完美，被譽

為鋼琴文獻的舊約聖經。其實十二平均律的確立最早是來自中國，

很可能是通過東西文化的交流傳到了西方，被西方稱之為中國的第

五大發明。 

在歷史文獻中，最早詳細記錄求律方法的是春秋時期的《管子》，

管仲（管子）為齊桓公「九合諸侯，一匡天下」，而且精通音樂。他

所記載的求律方法稱為「三分損益法」，根據「三分損益法」得來的

十二律就是「三分損益法十二律」。而西方最早使用類似方法求律的

是希臘的數學家畢達哥拉斯，比管仲晚了一百四十多年。 

圖五 

 



12 
 

圖五是西方「參考音名」與「十二平均律的誤差」計算。 

古人拿了一根八寸十分一的竹管當作宮音也就是黃鐘，而後的

幾個音是藉由三分損益法得出 

黃鐘（C）：81 

林鐘（G，由黃鐘三分損而來）：81×
2

3
=54 

太簇（D，由林鐘三分益而來）：54×
4

3
=72 

南呂（A，由太簇三分損而來）：72×
2

3
=48 

姑冼（E，由南呂三分益而來）：48×
4

3
=64 

應鐘（B，由姑冼三分損而來）：64×
2

3
=42

2

3
 

蕤賓（F#，由應鐘三分益而來）：42
2

3
×

4

3
=56

8

9
 

大呂（C#，由蕤賓三分益而來）：56
8

9
×

4

3
=75

23

27
 

夷則（G#/Ab，由大呂三分損而來）：75
23

27
×

2

3
=50

46

81
 

夾鐘（D#/Eb，由夷則三分益而來）：50
46

81
×

4

3
=67

103

243
 

無射（A#/Bb，由夾鐘三分損而來）：67
103

243
×

2

3
= 44

692

729
 

仲呂（F，由無射三分益而來）：44
692

729
×

4

3
= 59

2039

2187
 

清黃鐘（黃鐘的高八度音，由仲呂三分損而來）：59
2039

2187
×

2

3
 

=59
6265

6561
 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%9F%B3%E5%90%8D
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最後一個「清黃鐘」的長度 39.9548849，與直接取「黃鐘」長

度的一半 40.5 仍有一段小小的差距，這就是「黃鐘不能還原」的問

題。因為在連乘十二次 2/3 或 4/3 後，最後的值不可能達到原始的 

1/2。 

26 × 46

312
= 0.49327018427257211995310862353488 

另外，若在定律時不斷地使用三分損益的操作，最後一定會出

現除不盡的小數，使得在實際製作時容易產生誤差。然而在現實上，

準確度與精密度絕對有其極限，所以經過十二次的三分損益之後，

已經可以構成一個（不甚完美）的音階循環。這也是為何中西音樂

理論中，都不約而同地發展出以「12音階」為主流的原因。之後才

會出現如純律、十二平均律等不同的改進或修正方法。 

 除了可以從弦長頻率之中發現數學之外，音階中也存在著畢氏

定理。 

⚫ 八個是白鍵，五個是黑鍵。 

⚫ 第三和第五音符創建了基本和弦的基礎 

⚫ 主音是第五個音符，它也是組成八度音階的所有 13 個音符的第

八個音符。 

⚫ 八個音 13個音符→8/13=0.61538…近似黃金比例 

⚫ 3、5、8、13 接氏費是數列 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BA%AF%E5%BE%8B
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8D%81%E4%BA%8C%E5%B9%B3%E5%9D%87%E5%BE%8B
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⚫ 音樂是以八度音階為基礎。在鋼琴中，是由八個白鍵及五個黑

鍵，總共 13 個鍵來代表。像大六度的Ｅ音與Ｃ音，震動頻率比

為 0.25倍，偏離真正的黃金比率僅 0.006966。 

⚫ 斯特拉迪瓦里小提琴 

⚫ 薩克斯管吹嘴 

⚫ 揚聲器的線 
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(二) 譜曲製作 

在製作曲子之前要先看得懂個個音符代表幾拍 

圖六 

 這些很像之前學過的符號，當然符號之間也能進行加減 

圖七 
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 在譜曲製作中我們將介紹一位音樂界的天才，他也在作曲的過

程中用到了數學。首先我們要知道，貝多芬的音樂生涯中大部分都

是聾的，他說他在作曲時，會感覺到不同的線條，他將這些線條了

下來，變成一首首曲子。 

 首先要講的是《月光鳴奏曲》 

 曲子的開頭由一連船的三個音也是 D大調三和弦(D、𝐹#、A) 

圖八 

將這三個音拉出來，可以得到正弦波，如下圖 

圖九 
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可以看到三個波在
0.042

2𝜋
 秒時都回到了 X 軸 

反觀在 52~54 小節，波是不同步的，使音樂不和諧，也透

露出悲傷的情感 

圖十 

盡管我們能研究音樂作品中潛在的數學模式，但尚未發現某

些模式的序列能觸動觀眾的心。 

 英國數學家希爾維斯說:「難道我們能形容音樂式數學的感性，

數學是音樂的理性；音樂家感受數學，數學家思考著音樂。」 
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 在查找資料的過程中，我們看到了第 53 屆科展有人做了主富哥

的比例，結果如下:  
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圖十一~十六 
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最後一張圖是組內自行製作的主副歌比例，經過觀察後，我們

覺得只是巧合。 
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(三) 巴哈 

巴哈的許多曲子都用到了數學邏輯，我們挑了其中幾首來介紹。 

⚫ 螃蟹卡農 

圖十七 

這是巴赫的 BWV1079 （螃蟹卡農），特徵是採用一條旋律逆行

（左右翻轉，即從最後一個音反向演奏，直到最開始的一個音），再

與原旋律對位，因為兩條旋律互相倒行，形似螃蟹，因而得名。 
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⚫ Canon Trias Harmonica a 8 BWV 1072 

圖十八 

很混亂對不對？ 聽上去想一片漿糊對不對？這個是巴赫的

BWV1072，由八把大提琴演奏，這個曲子很有極簡音樂的味道。

它用了一個很短的旋律，然後將其倒影（上下翻轉），然後複製

四次，這樣我們就有八條旋律了。再然後下一條旋律都比前一

條慢一拍進入 
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⚫ Goldberg Canons 

圖十九 

這是巴赫的 BWV1087 哥德堡卡農，在裡面巴赫用了很多神奇

的技法，這裡重點挑幾個來說明：第一個很簡單，就是單純的

同一條旋律順行與逆行重疊。 

 

圖二十 

一條旋律倒影，然後比原旋律慢四拍進入並對位 
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