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動機
MOTIVATION



生活無處不是音樂，這可以顯示出本組的人究竟有
多愛音樂，雖然對於樂理可能根本一翹不通，但對
於聽歌或唱歌亦或是奏樂可能還是滿腔熱忱，不過
我們還是可以透過我們對於數學的感覺去試著理解
其內容，所以我們就藉由這次數思報告，來好好探
究音樂中的數學，不管是理論上的符合還是應用上
的巧合，我們都會去探尋，來發覺其中的奧妙。



音樂與數學
MUSIC and MATH



赫爾曼·京特·格拉斯曼
Hermann Günther Graßmann



奧古斯塔斯·德摩根
Augustus De Morgan
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約翰·塞巴斯蒂安·巴哈
Johann Sebastian Bach

2+1+3+9=14



皮耶·布萊茲
Pierre Louis Joseph Boulez

序列音樂

作曲公式
{C, E, G}×{C,D}={C, D, E, F#, G, A}
對應笛卡爾積{0, 4, 7}×{0,2}={0,2, 4, 6, 7, 9}



伊阿尼斯·澤納基斯
Ιάννης Ξενάκης



關於音樂界中數學...
WHAT MATH WE CAN LEARN FROM MUSIC



音 階
調 音



畢氏音階

Definition

• 兩個不同音高的音所構成的音程，它們的頻率
關係必然是3的N次方除以2的M次方或是2的
N次方除以3的M次方，當中M和N皆為正整數。













畢氏音階歷史

• 傳說畢氏某天經過一間打鐵舖，聽到打鐵聲竟然相當
悅耳，便好奇心大發，當場做起研究。由於他聰明絕
頂，很快發現了其中的奧秘。原來四名鐵匠所用的鎚
子，重量分別是6, 8, 9, 12(斤)──簡單整數比 於是他
趕緊衝回家，改用琴弦來做實驗，很快就歸納出類似
的規律：只要兩條琴弦的長度成簡單整數比，例如：
4:3, 3:2, 2:1，發出的聲音就會和諧悅耳。用現代術語
來說，這三組音程分別是完全四度(相差5個半音)、完
全五度(相差7個半音)以及完全八度(相差12個半音)。



十二平均律(主流的律式)

Definition

• 將一個八度平均分成十二等份，每等分稱為半
音。八度音的頻率分為十二等分，即是分為十
二項的等比數列，也就是每個音的頻率為前一

個音的2的12次方根!" 2 = 2
!
!" = 1.059…





十二平均律歷史

• 現代的鋼琴也是以十二平均律來調律定音的。巴赫的
《平均律鍵盤曲集》更是完美地詮釋了平均律的優越
性和轉調的完美，被譽為鋼琴文獻的舊約聖經。其實
十二平均律的確立最早是來自中國，很可能是通過東
西文化的交流傳到了西方，被西方稱之為中國的第五
大發明。



十二平均律歷史

• 在歷史文獻中，最早詳細記錄求律方法的是春秋時期
的《管子》，管仲（管子）為齊桓公「九合諸侯，一
匡天下」，而且精通音樂。他所記載的求律方法稱為
「三分損益法」，根據「三分損益法」得來的十二律
就是「三分損益法十二律」。而西方最早使用類似方
法求律的是希臘的數學家畢達哥拉斯，比管仲晚了一
百四十多年。



中國音名 三分損益 西方音名 十二平均律
三分損益與十二平均
律之偏差（%）

黃鐘 81 C 81 -
林鐘 54 G 54.0610 0.11
太簇 72 D 72.1628 0.23
南呂 48 A 48.1629 0.34
姑洗 64 E 64.2898 0.45
應鐘 42.6667 B 42.9083 0.56

蕤賓 56.8889 F♯ 57.2757 0.68

大呂 75.8519 C♯ 76.4538 0.79

夷則 50.5679 G♯ 51.0268 0.90
夾鐘 67.4239 D♯ 68.1126 1.01
無射 44.9492 A♯ 45.4597 1.12
仲呂 59.9323 F 60.6814 1.23



音階中的費氏數列

• 八個是白鍵，五個是黑鍵。

• 第三和第五音符創建了基本和弦的基礎

• 主音是第五個音符，它也是組成八度音階的所有13個音符的第
八個音符。



音階中的費氏數列

•八個音13個音符→8/13=0.61538…近似黃金比例

•3、5、8、13接氏費是數列



費波那契數列與音樂

音樂是以八度音階為基礎。在鋼琴中，是由八
個白鍵及五個黑鍵，總共13個鍵來代表。像大
六度的Ｅ音與Ｃ音，震動頻率比為0.25倍，偏離
真正的黃金比率僅0.006966。



費波那契數的強大



譜 曲
製 作



音符



音符



譜曲創作

• 貝多芬的音樂生涯中大部分都是聾的!!!

• 開頭從一連串綿長的三連音開始，將相同音型的D大
調三和弦（D、F﹟、A）拉出來檢視，從上列數學程
式中可以得出三顆音符的正弦波，其組合出來的動聽
和弦稱為「協和音程」。







主歌比例(根據53屆科展統計)



主歌比例(根據53屆科展統計)



主歌比例(自行統計)
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Canon Trias Harmonica a 8 BWV 1072

對
稱
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拍



Goldberg Canons

對

稱



延後四拍



對稱延後四拍



對稱延後一拍升調加速





對稱延後一個16分音符



Scretto





對稱延後四派



對稱擷取



降速



巴哈樂曲中的數學公式

g(t)=Af(t-c)+B
其中f(t)為原本的音樂函數
A,B,c為實數
A:波的幅度
B:波的高低
c:快/慢幾拍
t:時間函數



g(t)=f(18-t) g(t)=f(t-1)

g(t)=-f(t-0.5)+K g(t)=-f(!"#.%
&
)+L g(t)=f(t-1)+H



C大調二部創意曲



平均律鍵盤曲集
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• Mathematicians and Music:
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Extras/Archibald_music_1/
• 赫爾曼·京特·格拉斯曼:
https://zh.wikipedia.org/zhtw/%E8%B5%AB%E7%88%BE%E6%9B%BC%C2%B7%E
6%A0%BC%E6%8B%89%E6%96%AF%E6%9B%BC
• 外代數:
https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E5%A4%96%E4%BB%A3%E6%95%B0
• 奧古斯塔斯·德摩根:
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A5%A7%E5%8F%A4%E6%96%AF%E5%A1%94
%E6%96%AF%C2%B7%E5%BE%B7%E6%91%A9%E6%A0%B9
• Short History of the Relation Between Mathematics and Music:
https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-3-319-42937-
3_2?noAccess=true
• Mathematics and Music:
https://www.simplifyingtheory.com/math-in-music/

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Extras/Archibald_music_1/
https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E8%B5%AB%E7%88%BE%E6%9B%BC%C2%B7%E6%A0%BC%E6%8B%89%E6%96%AF%E6%9B%BC
https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E5%A4%96%E4%BB%A3%E6%95%B0
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A5%A7%E5%8F%A4%E6%96%AF%E5%A1%94%E6%96%AF%C2%B7%E5%BE%B7%E6%91%A9%E6%A0%B9
https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-3-319-42937
https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-3-319-42937-3_2?noAccess=true
https://www.simplifyingtheory.com/math-in-music/


• 音樂中的中國古代數學之美:
https://ppfocus.com/0/cua436cdb.html
• 十二律:
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8D%81%E4%BA%8C%E5%BE%8B
• 巴赫作曲的秘密竟與數學有關？
https://kknews.cc/zh-tw/news/v2l3zn2.html
• 約翰·塞巴斯蒂安·巴哈:
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BA%A6%E7%BF%B0%C2%B7%E5%A1%9E%E5
%B7%B4%E6%96%AF%E8%92%82%E5%AE%89%C2%B7%E5%B7%B4%E8%B5%AB
• 皮耶·布列茲:
https://zh.wikipedia.org/zhtw/%E7%9A%AE%E5%9F%83%E5%B0%94%C2%B7%E
5%B8%83%E8%8E%B1%E5%85%B9
• 法國作曲家布列兹去世：他改變了整个音樂界的生態環境:
https://m.thepaper.cn/newsDetail_forward_1417793

https://ppfocus.com/0/cua436cdb.html
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8D%81%E4%BA%8C%E5%BE%8B
https://kknews.cc/zh-tw/news/v2l3zn2.html
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BA%A6%E7%BF%B0%C2%B7%E5%A1%9E%E5%B7%B4%E6%96%AF%E8%92%82%E5%AE%89%C2%B7%E5%B7%B4%E8%B5%AB
https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E7%9A%AE%E5%9F%83%E5%B0%94%C2%B7%E5%B8%83%E8%8E%B1%E5%85%B9
https://m.thepaper.cn/newsDetail_forward_1417793


• 序列主義:
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%BA%8F%E5%88%97%E4%B8%BB%E4%B9%89
• 古典音樂與數學:
https://read.muzikair.com/us/articles/8e212f14-de1c-424c-82dd-
61527e4533d2
• 伊阿尼斯·澤納基斯:
https://zh.wikipedia.org/zhtw/%E4%BC%8A%E9%98%BF%E5%B0%BC%E6%96%AF
%C2%B7%E6%B3%BD%E7%BA%B3%E5%9F%BA%E6%96%AF
• 畢氏音程:
https://zh.wikipedia.org/zhtw/%E7%95%A2%E6%B0%8F%E9%9F%B3%E7%A8%8B
• Ancient Math & Music:
https://www.pbslearningmedia.org/resource/nvmm-math-
mathmusic/ancient-math-music/
• 畢氏音階:
https://elarinet900.pixnet.net/blog/post/39214465

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%BA%8F%E5%88%97%E4%B8%BB%E4%B9%89
https://read.muzikair.com/us/articles/8e212f14-de1c-424c-82dd-61527e4533d2
https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E4%BC%8A%E9%98%BF%E5%B0%BC%E6%96%AF%C2%B7%E6%B3%BD%E7%BA%B3%E5%9F%BA%E6%96%AF
https://zh.wikipedia.org/zhtw/%E7%95%A2%E6%B0%8F%E9%9F%B3%E7%A8%8B
https://www.pbslearningmedia.org/resource/nvmm-math-mathmusic/ancient-math-music/
https://elarinet900.pixnet.net/blog/post/39214465


• 弦樂泛音到底怎麼回事兒
https://zhuanlan.zhihu.com/p/59274917
• 原來莫扎特的音樂秘訣在這裡——神奇的斐波那契數列
https://kknews.cc/news/q6pmoy8.html
• 貝多芬其實是數學天才？音樂與數學的巧妙關係
https://dq.yam.com/post/8854
• Music and Math. The Genius of Beethoven.
https://www.youtube.com/watch?v=M51Bm9sNazM
• ResearchGate-What relation exists between mathematics and music?
https://www.researchgate.net/post/What_relation_exists_between_mathem
atics_and_music
• 圓周率之歌：用音樂呈現數學之美
https://www.youtube.com/watch?v=kV1t9b0D4To
• 巴赫音樂中的數學性是怎麼體現的？
https://www.getit01.com/p20180131839791973/

https://zhuanlan.zhihu.com/p/59274917
https://kknews.cc/news/q6pmoy8.html
https://dq.yam.com/post/8854
https://www.youtube.com/watch?v=M51Bm9sNazM
https://www.researchgate.net/post/What_relation_exists_between_mathematics_and_music
https://www.youtube.com/watch?v=kV1t9b0D4To
https://www.getit01.com/p20180131839791973/


影 音
資

料



•貓咪樂譜

• gerubach

•十二平均律C大調前奏曲

•圓周率之歌

•螃蟹卡農

• BWV1072

• BWV1087

https://scoop.upworthy.com/this-composer-turns-portraits-of-beloved-pets-into-music
https://www.youtube.com/user/gerubach
https://www.youtube.com/watch?v=TypU_nrE-7Y
https://www.youtube.com/watch?v=kV1t9b0D4To
https://www.youtube.com/watch?v=-D9HD2eetiQ
https://www.youtube.com/watch?v=v62-kA6OXeE
https://www.youtube.com/watch?v=G3KahDxFPuc


Art is an act of giving an aesthetic
form to these elements. Art in
math is to form thoughts to solve
problems.
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本次報告聊解了音樂中的數學美
音樂無所不在，美就在身邊
那數學就跟空氣跟細菌一樣

遍佈在我們的四周
或許有一天

作詞曲方式不再是音樂人哼著哼著就出來了
有可能是對著電腦輸入感受等一下就出來了

或許電腦更注重旋律間的美
更注重詞的聲調是否會符合旋律
這一切都是在運用音樂中的數學


