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一、悖論是什麼

所謂的悖論實際上是指一種陳述、情境或理論，雖然看起來自相矛盾或不符合

常識，但只要經過仔細分析後，就可能會發現其所具有內在的一致性或揭示了

某種深層道理。

以下是我們提出的舉例

1. 謊話者悖論：

如果有今天有一個人跟我們說「我說謊了」，那這句話是謊話還是真

話呢?

2. 理髮師悖論：

一個村莊的理髮師只為不剃自己鬍子的人剃鬍子，那麼理髮師自己是

否需要剃鬍子？

3. 芝諾悖論：

在運動中，阿基里斯無法追上烏龜，因為每當他到達烏龜的上一個位

置，烏龜又向前移動了一小段距離。

這些都是悖論中的一些案例，他們看上去是沒有標準答案的，但是我

們可以從中發現他其實是有一定的邏輯性的。

悖論等價矛盾?



悖論不等價矛盾，悖論與矛盾是有相似的地方但不完全等於，我們對

矛盾的定義是邏輯錯誤的一種表現，完全不可能成立，但悖論不一定

是不成立的，只是質帶來的偏差會讓我們誤以為他不成立。

用上面的謊話者悖論來說：

「我在說謊」這句話若是真的，那麼前面所說的都會是真話，反之則

前所說皆是假話，這樣的話術我們常用在對別人的暗示，讓其他非目

標人聽不出話中有話的錯覺。

而今天要如何讓這句話變成矛盾，那就要將這個人假設成他只說真話

或是只說假話，這麼一來就會變成兩邊均不成立的狀況，這就是矛盾

二、三門問題

「假如你是參賽者，你會看見三扇門，其中一扇門的裏面有一輛汽車，選中裏

面是汽車的那扇門，就可以贏得該輛汽車，另外兩扇門裏面則都是一隻山羊。

當參賽者選定了一扇門，主持人會開啟另一扇是山羊的門；並問：「要不要換

一扇門？」現在問題是–改變選擇(換另一扇門)是否對你有利?」

三門問題，又稱山羊問題或蒙提霍爾問題（英文：Monty Hall problem），

是一個源自賽局理論的數學遊戲問題。雖在本主題稱之悖論，該問題的答案在

邏輯上卻並無矛盾，但十分違反直覺。

對於初次聽到此題目的人們，會直覺地想說「打開一扇門後，剩餘兩扇，那機

率應該是一半一半，意即換不換都沒差」，而回答 1/2。事實並非如此，換門



後的機率將為 2/3，比不換的 1/3 還高。

為幫助讀者思考，以下提供三種思維破解方法：

(一)以條件機率的角度解釋

上述錯誤直覺思維忽略了一件事情，這時候後看到 2 個門打開，就好比「中

途」邀請局外人加入遊戲。這個局外人看到的情況與選中的機率的確是 1/2，

但這樣的思考前提是錯誤的，因為這位局外人並沒有參與一開始三門的選擇！

以條件機率來說，有一個重要的概念，也就是一個事件的機率會隨著情境的不

同（提供訊息的改變）而可能會有所改變，這就是一個很明顯的例子。

(二)羅列基本事件

在機率論的一開始，即是介紹樣本空間與基本事件，這兩者雖然是最基本的概

念，但忽略其將容易造成題意與思考上的混淆，導致錯誤的結果發生。

以一個六面骰子來說，「是一點」和「不是一點」看似僅有 2 種情形，但在不

是一點的背後卻有 2～6 點共五種不同的基本事件，所以骰子骰到 1 的機率為

1/6，而非 1/2



回到三門問題，在不失一般性的情形下，我們可以假設 1 號門為汽車所在處，

利用窮舉法一一列出，可以得到以下樹狀圖

圖中可以發現，一開始選中 1 號門而換門時，選到山羊的機率各為 1/6；而當

選到山羊（2 號門及 3 號門）時換門，選中車子的的機率亦各為 1/3。所以換

門而得到大獎的機率為 2/3，沒得到的機率為 1/3。相對來說，不換門而得到大

獎的機率僅為 1/3 (1-2/3)

假如還是沒有概念，有第三種方式可以讓讀者感受。

（三）N 門問題

假如我把三門問題擴增到 N 門問題，問題看似變複雜了，不過解釋起來卻更簡

單了。

如下圖，假如 N=100，即我從 100 扇門中選出一扇門，我假設選中 71 號門



接著主持人將其於 98 扇後面有山羊的門打開，只留下 40 號門與我選擇的

71 號門，如下圖

感覺上，你會發現這 40 號門非常可疑（為何偏偏僅留下這扇門），我 71 號

會留下來是因為我選擇了它，那 40 號呢？

以數學的角度說明，我從 100 扇門選擇了 71 號，代表我一開始矇對的機率

為 1/100，矇錯為 99/100，則換門的機率為 1-1/100，即 99/100。

到此我們得出一個結論，N 門問題中，換門而得獎的機率如下公式所示：



三門問題總結：

1.直覺偏誤

人的直覺傾向於認為剩下兩扇門的機率是50/50，而非 1/3與 2/3。這種錯誤是

因為我們忽略了主持人選門的資訊增益。

2.確認偏誤

人們傾向堅持自己原本的選擇，因為更改選擇需要承認之前可能選錯。

3.「損失厭惡」（Loss Aversion）。

即使改變選擇能提高成功率，大多數人仍選擇保留原來的選擇，因為「改變選

擇後失敗」會讓人更後悔。

三、生日問題

「需要多少人聚在一起，才能讓其中至少有兩人同一天生日的機率超過一

半？」

答案為 23 人，聽起來很違反直覺畢竟 23 人連一個班的人數都不到，不過可

以用數學表達：

首先假設 n 人中，每人生日都不同的機率為

接著依題意，至少兩人生日在同一天的機率為



經由電腦計算 p(n)≥0.5，得出的結果為 p(23)≈1-0.49=0.51，其函數關係圖如

下

四、檢查悖論

檢查悖論為，在一些數據當中，進行隨機抽樣檢查會出現抽樣後的平均值與實

際平均值不一樣。

以下準備了三個例子來帶讀者認識「檢查悖論」：

（一）平均人數

A 科系有 70 人，B 科系有 30 人。從這 100 個學生中隨機挑選 10 名學生，

詢問「你們班有多少人」，得出的「平均」結果是 50 人嗎？

Ans.會大於 50 人 (接近 58 人)

算法：70×70%+30×30%=58>100×50%=50

（二）準確的試紙？

「某公司發明一種試紙，能檢測是否患有早期癌症，這試紙準確率為 98%。今

天你用了試紙，發現是陽性，難道你真的罹癌了嗎...？」

Ans.其實實際罹癌機率僅≈15%



上述條件中忽略了人口總數帶來的影響，假設下圖為罹癌與未罹癌的人口比

例：

我們亦知試紙準確率為 98%，則我們發現下圖的現象：

圖中說明，測出的結果為陽性，僅能代表狀況為圖中兩塊紅色的面積，假陽性

為 1.99%，大於真陽性的 0.29%，經過以下算式計算

得出結果為 12.7%，亦即真正罹癌的可能不到 2 成

（三）等公車的時間

您是否曾經有過類似的經驗。搭公車時，公車往往久候不至，或是公車出現

時，卻是一輛接著一輛。其實公車發車時間有其固定的間隔，而且尖峰的時

候，間隔甚至還密集一點；離峰的時候，間隔寬鬆一點。但又是什麼樣的原

因，最後造成了間隔不一的結果？



我用以下例子來讓讀者感受：假設在 7 點至 8 點間，有 6 台公車，它們都按

照每隔十分鐘的規則進站，如下圖所示

此時平均等車時間為 5 分鐘。接著進站時間被變更為下圖所示

假如 7:00~7:15 到車站，在此間隔中平均等車時間為 5÷2=2.5 分鐘；若

7:15~8:00 到車站，在此間隔中平均等車時間為 15÷2=7.5 分鐘，我們得出在

這一小時內，平均等車時間為

2.5×25%+7.5×75%=6.25 分鐘

更一步推廣，到站時間間隔機率分布圖會符合指數分布（Exponential

Distribution），每小時公車到站數量機率分布圖會符合卜瓦松分布（Poisson

Distribution）



透過電腦計算，得出結果為平均等車時間=發車的時間間隔，意即公車 10 分鐘

發一班車，等車人平均等待時間就是 10 分鐘。

上述三個例子不難發現，某些數據佔得比例更大，而更容易被觀察者發現，

（一）的例子中 A 科系更多人、（二）例子中健康的人佔大多數、（三）的例

子中行駛較慢的公車佔更大的時間比例，這都會使得檢測出的「平均」結果不

小心被加權過。

結論：

在一些數據當中，進行隨機抽樣檢查會出現抽樣後的平均值與實際平均值不一

樣。

→「檢查悖論」就像是你去找某些東西，結果撞到的通常是那些特別大、特別

多，或是特別長的情況，因為它們更容易被你看到。

五、辛普森悖論

辛普森悖論（英語：Simpson's paradox），是機率和統計中的一種現象，其

中趨勢出現在幾組數據中，但當這些組被合併後趨勢消失或反轉。這個結果在

社會科學和醫學科學統計中經常遇到，當頻率數據被不恰當地給出因果解釋時

尤其成問題。當干擾變數和因果關係在統計建模中得到適當處理時，這個悖論



就可以得到解決。辛普森悖論已被用來說明統計誤用可能產生的誤導性結果。

以下為辛普森悖論之舉例：

一所美國高校的兩個學院，分別是法學院和商學院。新學期招生，人們懷疑這

兩個學院有性別歧視。現作如下統計：

根據上面兩個表格來看，女生在兩個學院都被優先錄取。即女生的錄取比率較

高。

會發現反而男生總比例比女生高。下圖顯示出獨立小組出現正的趨勢，而當小

組合併時出現負的趨勢



這個例子說明，簡單的將分組數據相加匯總，是不能反映真實情況的。

結論：

將兩組數據放在一起，表面上是其一個分組出現一種趨勢，實際上將所有數據

結合趨勢會顛倒

→辛普森悖論發生在生活中的許多地方，上述只是簡單的例子，比較大醫院及

小診所的治癒率抑是辛普森悖論的實例，依角度上來看不是治癒的機率越高就

能肯定不會出現意外，結合患者身體狀況以及不可預測的變數來分析就會發現

事情不是我們表面所看到的那麼簡單，故在我們判定事情的同時要再蒐集更多

的資料以及變因設定，才能更還原事件的全貌。

六、伯特蘭悖論

伯特蘭悖論是指機率論的傳統解釋所導致的悖論，由約瑟·伯特蘭在他的著作

《Calcul des probabilités》(1889) 中提出。此悖論描述，當我們分析的機率

課題牽涉到無限大的樣本空間時，且在使用「每個事件發生的機會皆相同」的

原則時不夠謹慎，是未必能得到明確或肯定的結果的。

伯特蘭悖論的內容如下：考慮一個內接於圓的等邊三角形。若隨機選圓上的

弦，則此弦的長度比三角形的邊較長的機率為何？



以下提供了三種不同的思路，其答案亦不同：

1.「隨機端點」方法：在圓周上隨機選給兩點，並畫出連接兩點的弦。為了計

算問題中的機率，可以想像三角形會旋轉，使得其頂點會碰到弦端點中的一

點。可觀察到，若另一個弦端點在弦會穿過三角形的一邊的弧上，則弦的長度

會比三角形的邊較長。而弧的長度是圓周的三分之一，因此隨機的弦會比三角

形的邊較長的機率亦為三分之一。

2.「隨機半徑」方法：選擇一個圓的半徑和半徑上的一點，再畫出通過此點並

垂直半徑的弦。為了計算問題的機率，可以想像三角形會旋轉，使得其一邊會

垂直於半徑。可觀察到，若選擇的點比三角形和半徑相交的點要接近圓的中

心，則弦的長度會比三角形的邊較長。三角形的邊會平分半徑，因此隨機的弦

會比三角形的邊較長的機率亦為二分之一。

3.「隨機中點」方法：選擇圓內的任意一點，並畫出以此點為中點的弦。可觀

察到，若選擇的點落在半徑只有大圓的半徑的二分之一的同心圓之內，則弦的

長度會比三角形的邊較長。小圓的面積是大圓的四分之一，因此隨機的弦會比



三角形的邊較長的機率亦為四分之一。

上述方法可以如下圖示。每一個弦都可以被其中點唯一決定。上述三種方法會

給出不同中點的分佈。方法 1（偏中心及邊緣）和方法 2（偏中心）會給出兩種

不同不均勻的分佈，而方法 3 則會給出一個均勻的方法。下圖是三種不同方法

得出的隨機弦中點：

方法 1 方法 2 方法 3

但另一方面，若直接看弦的分佈，方法 2 的弦會看起來比較均勻，而方法 1

（偏邊緣）和方法 3（偏邊緣）的弦則較不均勻。

方法 1 方法 2 方法 3



結論：

從伯特蘭悖論可以發現，在沒有給定額外資訊的情況下，並沒有哪一種方法才

是所謂正確解答，不存在唯一的選擇方法，那麼也就不存在一個唯一的解答。

若沒有更進一步的資訊，也沒有理由認為其中的一個解答會比另一個解答更

好。

這也告訴了我們，在數學的問題表達中，必須是嚴謹而清晰的。假如沒有達成

嚴謹與清晰的條件，對於同一問題，將可能有不同解讀，從而導致不同結果。
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