
第八組

數學模型在傳染病擴散中的應用：以SIR模型為例

傳染病的擴散過程是複雜的，但數學模型可以幫助我們理解疾病如何在群體中

傳播。SIR模型（Susceptible-Infected-Recovered）是一個經典的數學模型，用來

描述在有限人群中，易感者、感染者與康復者三類人群的變化。此研究將探討如

何利用SIR模型來預測傳染病的蔓延，並通過數學推導與模擬分析，探討如何根

據不同的參數（如傳染率、康復率等）來調整防疫措施。

什麼是SIR模型

SIR模型是一種經典的傳染病模型，用於描述訊息傳播過程。模型中，S表示易感

者，I表示感染者，R表示康復並免疫者。透過微分方程描述感染率和恢復率，模

擬人群狀態變化。在實際應用中，如麻疹疾病案例，SIR模型顯示了易感者減少、

感染者和免疫者增加的趨勢，總人數保持恆定。

易感染者 S 隨時間 t 變化：

dS/dt=−βIS/N

已感染者 I 隨時間 t 變化：

dI/dt=βIS/N−γI

康復者 R 隨時間 t 變化：

dR/dt=γI

其中參數 β 為傳染力，γ 為康復力

在總人口數為 N 又滿足：

dS/dt+dI/dt+dR/dt=0

S(t)+T(t)+R(t)=N

在 SIR 模型中有提到傳染力β和康復力γ，這時我們要來定義這兩個參數，同時

需要介紹基本傳染數

基本傳染數是在傳染病學上，指在沒有外力介入，同時所有人都沒有免疫力的情

況下，一個感染到某種傳染病的人，會把疾病傳染給其他多少個人的平均數。基

本傳染數通常被寫成為 R0

R0的數字愈大，該傳染病在傳播初期的爆發潛力越強。

R0 的定義如下：R0=τ×c̅×d=β/γ

其中 τ 為每單位十間的接觸量，c̅ 為每次接觸傳染的機率，d為感染的時間。

又定義 β=τ×c̅ γ=1/d



根據 SIR 模型，當 dI/dt>0 時，傳染病會蔓延，意味著：

βIS/N−γI>0 - βIS/N>γI

因為 S≅N、I=1 且 β=τ×c̅ 、 γ=1/d 代回 τ×c̅×d，因此：β/γ=R0>1

數學上指數分布是一種連續機率分布。指數分布可以用來表示獨立隨機事件發

生的時間間隔，遊客進入旅館的時間間隔、收到信件的時間間隔，抑或是一個人

得到傳染病的時間間隔。

指數分布的機率密度函數定義如下。

f(x,λ)=1−e^−λx x>=0

=0 x<0

其中 λ>0 是分布的一個參數，常被稱為率參數（rate parameter）即每單位時間發

生該事件的次數。指數分布的區間 [0,∞)。此分佈意在於抽取一個平均發生速率

為 λ 的事件之發生時間。

用SIR函數實現SIR模型

def SIR(S, I, R):

# 計算變化

dS = - Beta * S * I/ N

dR = Gamma * I

dI = - dS - dR

# 把變化加回去

s = S + dS

i = I + dI

r = R + dR

# 邊界檢查

if (s < 0):

s = 0

if (i > N):

i = N

if (r > N):

r = N



return s, i, r

基本傳染數R0，是在流行病學上，指在沒有任何防疫作為介入，同時所有人都沒

有免疫力的情況下，一個感染到某種傳染病的初發個案，會把疾病傳染給其他多

少個人的平均數，R0的數字愈大，代表流行病的控制愈難。在沒有防疫的情況下

，若R0<1，傳染病將會逐漸消失。若R0>1，傳染病會以指數方式散布，成為流行

病。但是一般不會永遠持續，因為可能被感染的人口會慢慢減少。部分人口可能

死於該傳染病，部分則可能病癒後產生免疫力。若R0=1，傳染病會變成人口中的

地方性流行病。

在研究傳染病在人群之中的傳播時，通常使用有效傳染數更加方便。有效傳染數

通常被寫成Rt，是估算病毒在一定期間內（t）傳播的能力，常用最近7日的確診個

案數來估算；簡而言之，有效傳染數是在基本傳染數的基礎上，考慮到防疫措施

之後的結果。在實際防疫過程之中，疫情是否可以得到控制，取決於有效傳染數

是否可以持續小於1。

1. R0表示在完全易感的群體中，一名感染者在其感染期內平均能夠傳染給多少

人。

數學公式：R0=β/γ

其中：β 是接觸率（每單位時間內每位易感個體與感染者的接觸次數）。

γ 是康復率（每位感染者的平均感染時間的倒數）。

R0 是衡量疾病是否會爆發的關鍵指標。如果 R0>1，則疾病有可能引發流行；如

果 R0≤1，則疾病的傳播會逐漸減弱，最終消失。

2. 當前有效傳染數 Rt

定義：Rt 是在某一時間點 t，在部分群體已經免疫或隔離的情況下，感染者每位

平均能夠傳染給的易感者數量。它是基於當前流行情況計算的。

數學公式：Rt=R0×S(t)/N

其中：R0 是基本傳染數。

S(t) 是當前時間點 t 的易感者數量。

N 是總人口數（包含易感者、感染者、免疫者等）。

當 Rt 大於 1 時，疫情擴散；當 Rt 小於 1 時，疫情有可能被遏制。

3. 如何計算 R0 和 Rt 

計算 R0：通常來說，R0 需要通過流行病學模型來估算。例如，基於疾病的傳播特

徵、病毒的生物學特性以及接觸網絡進行推算。

計算 Rt：Rt 隨著時間變化，取決於以下因素，隔離措施（如社交距離、封鎖等）會

減少 S(t) 的數量，從而降低 Rt 。疫苗接種或自然免疫也會減少易感者，降低 Rt 。



在以上三個基本假設條件下，可知：當易感個體和感染個體充分混合時，

感染個體的增長率為

易感個體的下降率為

恢復個體的增長率為

易感者從患病到移出的過程可以用微分方程表示如下：

解得微分方程的解為

，其中 是傳染期接觸數。



分析圖像可以得到以下結論：

為保證傳染病不蔓延，需要滿足s0<1/σ

為了達到這個目的，可以提高閾值1/σ

需降低σ

即減小日接觸率β

可通過提高衛生水平的方式，增大日治愈率γ

可以通過提高醫療水平的方式，也可以通過群體免疫來提高r0

從而降低s0使病情不蔓延。



將數值放入程式中所獲得

基於微分方程組求解的SIR模型可以根據已有數據比較准確地擬合曲線，並利用

相軌線分析得出使傳染病不蔓延的措施，理論依據充分。但是應注意到，模型對

人群的分類不夠細致，沒有明確考慮隔離的因素。而現實中對疑似病人的隔離是

控制疫情傳播的有效手段。模型沒有引入反饋機制，在預測過程中，單純依據已

有數據預測未來較長一段時間的數據，必然會使准確度降低。此外，微分方程組

求解較為困難，且對初值比較敏感，這對模型的穩健性是一個很大的影響。

SIRS 模型

如果所研究的傳染病為非致死性的，但康復後獲得的免疫不能終身保持，則康復

者 R 可能再次變為易感者 S。此時有總人數 S(t) + I(t) + R(t) = N 為常數。參數 α
決定康復者獲得免疫的平均保持時間。系統有兩個不動點 S = N（I = R = 0）或 S
= γ / β（I / R = α / γ）。前者表示疾病從研究地區消除，而後者則是流行狀態。消

除流行病的參數條件是 γ > βN。若做不到，則要儘量減小 α 而增加 γ，使更多人

保持對該疾病的免疫力。

SEIR 模型

如果所研究的傳染病有一定的潛伏期，與病人接觸過的健康人並不馬上患病，而

是成為病原體的攜帶者，歸入 E 類。此時有仍有守恆關係 S(t) + E(t) + I(t) + R(t)
= 常數，病死者可歸入 R 類。潛伏期康復率 γ1 和患者康復率 γ2 一般不同。潛伏

期發展為患者的速率為 α。與 SIR 模型相比，SEIR 模型進一步考慮了與患者接

觸過的人中僅一部分具有傳染性的因素，使疾病的傳播周期更長。疾病最終的未

影響人數 S∞ 和影響人數 R∞ 可通過數值模擬得到。

我們利用SIR模型分析了傳染病的傳播過程。該模型將人群分為三個主要群體：

易感者（S）、感染者（I）和康復者（R）。通過分析模型中的參數（如傳播率和康復

率），我們能夠預測疫情的發展趨勢，並估算出疫情的傳播速度及持續時間。模型

結果顯示，在一定的傳播率下，疫情會在短期內迅速上升，隨後可能會趨於穩定



，並最終結束。根據我們的模擬結果，若能有效減少傳播率（如通過社交距離、隔

離等措施），則疫情的蔓延可以得到顯著控制，然而，SIR模型也有其局限性。首

先，它假設每個人都會在康復後獲得終身免疫，而忽略了可能存在的再感染情況

，其次，該模型未考慮到外部因素如人口流動、政府干預和疫苗接種等可能對疫

情傳播產生的影響，因此在實際情況中，需根據現實情況進行模型的調整和擴

展。SIR模型為我們理解傳染病的基本傳播機制提供了有價值的數學框架，並能

幫助公共衛生部門制定應對策略，不過為了提高預測的準確性和現實性，未來的

研究應考慮更多的變量和更複雜的模型結構。
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