
2024數學科展得獎作品分析

第⼀組
蔡秉哲、蕭振呈、曾泓儒、
顏融勝、郭⽟霖、林雍涵



Strict
Inequalities for
the n-crossing
Inequality
(n交點不等式的嚴
格不等式)
⼀等獎



         結 (knot) 是⼀種封閉且不⾃交的線圈，結理論則是研究三維空間中這類簡單閉
曲線的學科。過去50年，結理論在多個領域中展現了實際應⽤，例如：在合成化學
中，相同原⼦但形狀不同的結會呈現不同且獨特的性質，或在分⼦⽣物學中，不同
的結結構會影響酶與DNA的交互作⽤，以及在網路安全領域，⼀些後量⼦密碼學算
法依賴於難以分類結的特性。
         傳統上，結理論主要透過研究結的正則投影（將結投影到平⾯上形成的交點）
來分析，但隨著n交點投影的提出，這種投影可以更⼀般化地描述結的結構，從⽽給
出了新的結不變量。然⽽，計算n交點數量（如cn(K)c_n(K)cn (K)）極具挑戰性，並
且關於不同n交點數之間的數學不等式也⼗分有限，這限制了我們對這些不變量的理
解。因此，找到更多關於n交點數的嚴格不等式具有重要意義。

研究動機



         本研究的⽬的是推導出9交點投影（c�(K)c_�(K)c� (K)）的上界，並
利⽤這些結果證明新的嚴格不等式。具體來說，我們在第3節中證明了主
要結果：對於所有⾮平凡結⽽⾔，c�(K)≤c�(K)−�c_�(K) \leq c_�(K) -
�c� (K)≤c� (K)−� 。 這 項 結 果 是 ⾸ 次 對 c�(K)c_�(K)c� (K) 進 ⾏ 的 定 量 研
究，並為已有的關於cn(K)c_n(K)cn (K)的猜想提供了新的證據，即對所有
n≥�n \geq �n≥� ， cn(K)≥cn+�(K)c_n(K) \geq c_{n+�}(K)cn 
(K)≥cn+� (K)。

研究⽬的



格⼦點的可⾒性研
究
⼀等獎 & 美國國際科技展會 ISEF



在閱讀了《Seeing Dots》的⽂章之後，我們對其中的主題產⽣了興趣，
也認 為此項研究是具有發展性的。接著，指導⽼師提供了《Lattice

Point Visibility on Generalized Lines of Sight》這篇⽂章，其內容主要
探討於固定的正整數 b，以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥^𝑏, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，從原點 O 觀
測第⼀象限的所有格⼦點之可⾒的機率。⽽兩篇⽂獻雖然主軸⼤致相

同，但研 究的⽅向及焦點卻放在不同的⾯向上。因此，我們加以研究、
分析、統整兩篇⽂獻，並將已有的結果深⼊研究發展，期望能從中找到

更多的研究成果。

研究動機



(⼀) 以原點 O 為觀測點，並以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 2 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，探討觀測⽬標點集
為 𝑉(𝑚) = {(𝑖,𝑗)|𝑖,𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}時，可⾒點的數量與機率。 
(⼆) 對於固定的𝑏 ∈ {1,2, … 𝑛}，以原點 O 為觀測點，並以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀
測視線， 探討觀測⽬標點集為𝑉(𝑚) = {(𝑖,𝑗)|𝑖,𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}時，可
⾒點的數量 與機率。 
(三) 研究如何布置最少的觀測點，以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥^2 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，將⽬標點集
𝑉(𝑚 × 𝑛) = {(𝑖,𝑗)|𝑖,𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}中的格⼦點觀測完畢。
 (四) 對於固定的𝑏 ∈ {1,2, … 𝑛}，研究如何布置最少的觀測點，以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 𝑏 , 𝑎 ∈
𝑄為觀測 視線，將⽬標點集𝑉(𝑚 × 𝑛) = {(𝑖,𝑗)|𝑖,𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}中的格⼦點觀測完
畢。

研究⽬的



 On the Application of
Inequalities Containing Sums
of Minimum/Maximum of
Numbers 
(關於包含數字最⼩值/最⼤值的和
的不等式的應⽤)
⼆等獎



作者提出對不等式的簡單觀察與探討，並藉由對經濟市場中幾個
例⼦的觀察，像是商品庫存成本計算、商品進貨量與儲存量的控
制、以及提出幾種零售庫存管理的⽅法或公式，來提出不等式在
經濟市場中的廣⼤應⽤。

研究動機



 1.考察不等式：本⽂旨在提出並推廣⼀個與某些數字的最⼩值和
最⼤值相關的不等式，建⽴⼀個對後續部分有⽤的引理。

 2.在零售庫存管理中的應⽤：主要關注將建⽴的不等式應⽤於零
售庫存管理，特別是分析和界定與庫存持有和缺貨相關的成本。

 3.經濟影響：研究希望確定公司達到停業點的條件，這在古典經
濟學中是⼀個重要概念，從⽽有助於更好地理解庫存管理策略

研究⽬的



無限棋盤上的各種
騎⼠ 
三等獎



在我⼩時候寫⽣字本的時候，就常常⽤⾺步的形式跳著寫以增添
樂趣，後來 也嘗試⽤不同的⾛法來寫，常常想著要怎麼樣才能完
美的填滿。⽽⻑⼤後也看 到了關於騎⼠巡遊的科普知識，因⽽想
要研究若是套⽤不同⾛法會有什麼效果， 但由於普通的⾺步問題
常需要電腦程式的幫助，換了⾛法應該也是如此，但我 程式能⼒
並沒有很強，因此轉⽽研究無限⼤的棋盤，這也算是滿⾜我時候
的好 奇⼼。 

研究動機



(⼀) 從移動距離少開始，研究騎⼠的⾏⾛⽅式。 
(⼆) 分析在何種狀況下，騎⼠能夠⾛到每個格⼦。
 (三) 尋找騎⼠在特定⽅法下所能⾛出的單位圖形。 
(四) 找出能將單位圖形擴展到整個𝑍^2平⾯的⽅法。
 (五) 探索移動⽅式和可擴展單位圖形的規律。 

研究⽬的



從⼼開始-三⾓形的
四⼼到各邊距離和 
三等獎



在參考⽂獻⼀中，任意銳⾓ ∆𝐴𝐵𝐶 中，其外⼼到三邊之距離總和
可表⽰成內切圓半徑與外接 圓半徑之和，此性質稱為卡諾定理。
我們試著找出重⼼、垂⼼、內⼼到三邊之距離總合，並 做⼀系列
的相關探討。 

研究動機



1.求出四⼼到各邊之距離 
2.⽐較四⼼到各邊之距離總和的⼤⼩ 
3.四⼼到各邊之距離總和之關係

研究⽬的



由楊⽒矩陣變形之
三⾓楊⽒陣列的探
討
⼆等獎  & 加拿⼤科學展覽會 CWSF 



在閱讀第 54 屆中⼩學科學展覽會得獎作品中之「變形楊⽒矩陣
之探討」時，我們初次接觸到楊⽒矩陣，對其產⽣了濃厚的興
趣。我們因此發想將「⽅格」的楊⽒矩陣變形為以 相砌的「三⾓
形」作為格⼦的陣列，並制定相仿的規則，先從兩列的三⾓楊⽒
陣列開始， 希望能得出⼀些有趣的組合結果。 

研究動機



(⼀)訂定標準三⾓楊⽒陣列的規則。
 (⼆)計算任意兩列三⾓楊⽒陣列的遞迴關係式。 
(三)透過雙變數⽣成函數，求出任意兩列三⾓楊⽒陣列的⼀般化
公式。 

研究⽬的



(⼀)楊⽒矩陣(Young Tableau)：
 1. 楊⽒矩陣(或稱楊表)由有限多個相鄰的⽅格排列⽽成，其中各
橫列的左 邊對⿑⻑度由下⽽上遞增
2. 標準楊⽒矩陣(Standard Young Tableau)的 n 個⽅格中任意填
⼊ 1 到 n 中相異的正整 數，且每列與每⾏元素皆嚴格遞增，如下
圖。

名詞解釋



⼆)標準三⾓楊⽒陣列:
 將楊⽒矩陣的⽅格變形為相砌三⾓形，限制三⾓形陣列其中兩個
⽅向的相 鄰元素滿⾜ 嚴格遞增，我們命名其為標準三⾓楊⽒陣
列。例如：下圖 即為⼀種填⼊⽅法，其中 1<2<3<4<7，5<6<8
滿⾜ ⽅向 ，⽽ 1< 2< 5 <6< 9，3 <4 <8 滿⾜ ⽅向 相鄰元素嚴格
遞增的要求。 

名詞解釋



定理 : 
將楊⽒矩陣的⽅格沿對⾓線分為兩個三⾓形，此時我們稱每⼀橫排的相砌
三⾓形為⼀列，每⼀直排的相砌三⾓形為⼀⾏。與 楊⽒矩陣的規則相彷， 
三⾓楊⽒陣列須滿⾜每列由左到右、每⾏由上到下嚴格遞增。我們定義第 
⼀列有 m 個、第⼆列有 n 個三⾓形格⼦的兩列三⾓楊⽒陣列填⼊數字的⽅

法數 為 am,n 。以下圖為例，第⼀列有 5 個三⾓形，第⼆列有 3 個三
⾓形，於是我們將數字 填⼊的⽅法數記為 a�,�。 

兩列三角楊氏陣列  



在兩列的三⾓楊⽒陣列，可以對應為⼀種⼆維的路徑問題，每種填⼊⽅法
對應到⼀條路徑，右圖為其簡化的路徑圖形。將左圖格⼦⻑出來的順序想
像為在格⼦中依序填⼊數字，若下⼀ 個數字填在第⼀列，即在路徑圖中向
右⾛；若填在第⼆列，即在路徑圖中向上⾛，因此 我們便能把⼀種三⾓楊
⽒陣列的填法，對應到右圖的⼀種路徑⾛法，即兩者可以⼀⼀ 對應，⽅法
數相同。 ⼜因為每個⽅格中的兩個三⾓形須都填⼊數字後，才能往右或往
下填，所以路徑圖是會 以每兩格為單位，往右及往上做延伸。

兩列三角楊氏陣列的路徑問題  



將兩列三⾓楊⽒陣列的 Hasse Diagram(簡化為右邊路徑圖)與兩列楊⽒矩
陣的 Hasse Diagram(簡化為左邊路徑圖)⽐較，可⾒兩者相似之處。

兩列皆有 n 個格⼦的楊⽒矩陣，對應到左路徑圖中端點            ，也就是⽅
法數為卡特蘭 數的第 n 項；⽽在三⾓楊⽒陣列所對應的右路徑圖中，有些
端點                                       卻不存在，這些點我們命名為   。⽤     表⽰沒有⾛
到                                         ，第⼀次⾛到      的⽅法數；   表⽰右路徑圖 第 n 個
端點    的⽅法數。

兩列三角楊氏陣列的路徑問題  



與     遞迴關係式 
      的遞迴式 :
                     

        的遞迴式 :

附註



三角楊氏矩陣的相關定理
定理一

定理二

定理三

定理四

定理五



三角楊氏矩陣的相關定理
定理六

定理七

定理八



謝謝⼤家！


