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研究主題：

改良式廣度優先網路爬蟲演算法之組合分析



研究動機
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• 高一數學課程上到排列組合單元，研究一個排列錯排個數的問題，叫做錯排問
題。這跟著名的帽子問題或拿名片的問題一樣

• 在資訊課程學到有關網路爬蟲的概念。網路爬蟲是一種自動流覽全球資訊網的
網路機器人，為搜尋引擎的重要組成部分，其目的為搜索網站，盡量不要搜索
重覆的網站。這樣情形如同一個給定的圖，假設圖中兩點u, v間有一個點串列，
在點串列中任意相鄰之點都有邊相連，即表示兩點間存在一條路徑。在一個圖
中，判斷是否存在 著一條恰好通過所有的點，並且沒有重複經過的路徑。從這
個觀點來看是一筆畫問題，也就是哈密頓路徑(Hamiltonian path─在圖中存在
一條路徑通過且僅通過每一個頂點一次。 而閉合的哈密頓路徑稱作哈密頓迴路
(Hamiltonian cycle)。



研究目的
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• 我們期望以組合的觀點進行分析。並應用至網路爬蟲的最佳化上。

• (一) 探討k-錯排相關性質。 

    1. 推導|𝐷!,#|的遞迴關係式。 

    2. 推導於 k-錯排下循環組數的遞迴關係式。 

    3. 提出 k-錯排演算法。 

    4. k-錯排數值分析。 

5.開放問題|𝐷!,# |≡ (mod k)

• (二) 分析網路爬蟲最佳化問題。

    1. 分析網路爬蟲的遍歷行為。 

    2. 提出網路爬蟲最佳爬行疆域。 

    3. 如何改良分散式網路爬蟲？



名詞介紹

• m cycle − (循環組)

如圖1，上列代表著一數列，而下列表該數列每項所對應的數，用代數中群論的方法可表示為
(135)(24)。

其中(135)(1→3→5→1)為一個3-cycle ,(24)(2→4→2)為一個2-cycle (如圖2)
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名詞介紹

• k-錯排
設𝑠!表n個相異元素(假設為1,	2,	…,	n連續整數)所有排列所成集合。若σ∈𝑠!且對所有的X	
⊆{1,2,.....,n}且|X|=k,滿足σ(X)	≠X,稱σ為k-錯排。所有k-錯排所形成的集合以𝐷",!表示。假如
|X|=1	，也就是n個相異元素進行簡單排列，排列後每個元素都不在原來的位置上，此時這樣
的排列稱為一般的錯排。錯排又稱不定點排列，即不產生1- cycle，也就是1-錯排。

例如： 𝐷$,%為4個相異元素所有排列中，1-錯排所成集合，即	𝐷$,% =	{(1234),	(1243),	(1324),	
(1342),	(1432),	(1423),	(12)(34),	(13)(24),	(14)(23)}。	
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k-錯排循環組數
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• 當	k	=1,2,3	時，我們可以統整出	fk(n,j)的遞迴關係式，如下所示

• 𝐹$(n,j)=(n-1)	𝐹$(n-2,j-1)+(n-1)	𝐹$(n-1,j)
• 𝐹%(n,j)=𝐶$#×F(n-1,3,j-1)+f(n,3,j)
• 𝐹&(n,j)=	𝐶$#×F(n-1,4,j-1)+𝐶%#×F(n-2,4,j-2)+G(n,3,j)

得知與k互質且小於k的m-cycle 情況與j呈現正相關，因此當 k=4時，3-cycle 的情況會隨著j增加而增
加，但目前我們無法採用G(n,4,j)來解決， 因為G(n,4,j)會包含產生兩個或兩個以上的2-cycle 將不符合
4-錯排。因此當k≧時，目前只能分別求出其遞迴關係式。



k-錯排演算法
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• 除了遞迴關係式外，也嘗試使用 C 語言透過演算法，進行數值模擬。

• |𝐷!,#|的演算法   輸入: |𝐷!,#|的k，n 輸出: |𝐷!,#|
• 步驟 1 sum ← 0；num ← 1

• 步驟 2    l← 1

• 步驟 3     𝑙'={1, 2, 3, ...., l}
• 步驟 4     ∑(∈' 𝑛𝑖=n
• 步驟 5 選出∑( 𝑛𝑖 ≠ 𝑘所有 i 的組合，如果沒有，則跳至步驟 12，否則往下執行

• 步驟 6     若選出的𝑛(組合中的元素個數 ≠j ，則回到步驟 5。

• 步驟 7     記錄此分割有多少相同分區；x ← n。



k-錯排演算法

• 步驟	8 l←	計算𝑛&的相同數
• 步驟	9							num=num(𝐶!$' ×(𝑛$-1)!)
• 步驟	10						x=x- 𝑛$
• 步驟	11						若	x	=	0	往下執⾏，否則回到步驟	9。
• 步驟	12						運算num=num/j!	,sum=sum+num ,num	=1	,回到步驟	5。
• 步驟	13						輸出	sum
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數值分析

• |𝐷<,=|的值:我們將透過遞迴關係式以及演算法 1 求得的 k-錯排的方法數
整理成下表 1。在表 1 中發 現其值最大的是 |𝐷>,?@| 。除此之外，我們可
以觀察到對稱性，也就是|𝐷<,=|= |𝐷<A=,=| ，這是由於 當 n 分割成 k 及 
n–k 兩個整數時，若任意 k 個元素所形成的子集，經過簡單排列後，沒有
對 應到自己本身所成集合，意味著另外 n–k 個元素所形成的子集，經過
簡單排列後，也無法對應到自己本身所成集合。而根據表 2 歸納，我們觀
察到當 n 越大，且 k 越接近n/2時， |𝐷<,=|的值越大。
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表⼀、表⼆
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網路爬蟲

一種用來自動瀏覽全球資訊網的網路機器人，其目的一般為編纂網路索引及
網路搜尋引擎等。透過爬蟲更新自身的網站內容或其對其他網站的索引，它
可以將自己所存取的頁面儲存下來，以便搜尋引擎事後生成索引供用戶搜尋。
分散網路爬蟲主要為透過多個網路爬蟲遍歷全球資訊，如圖3所示。
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網路爬蟲

• 若n個相異物進行排列所對應的圖為G	=(V,E)	，其中	=|V(G)|=n且	E(G)為此n個相異物進行
排列所對應之關係。則𝐷",!可以表⽰為𝐷",(!、F"(n,j)可以表示F"(K! ,j)。

					而𝐷",(!就可以表示為當有	n	個網站連接情形為K!時，符合	k-錯排的爬行疆域所形成的集合。
F"(K! ,j)即可表示為當有	n	個網站連接情形為K!	，共有	j	隻網路爬蟲進行搜索時，	符合	k-錯
排的爬行疆域所形成的集合。

				而網路爬蟲進行遞迴時，須要參數作為指引，往哪裡進行遞迴搜索，效率會比較好或情況
會比較多。當網站間連結情形為K)時，如下表	3	所示，網路爬蟲往	k=3	的方向遞迴，其情	況
數會比	k=1,2,4,5	時來得多。
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表三
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爬⾏疆域

• 網路爬蟲進行搜索時，會先編纂出頁面上所有的超連結，並將它們寫入一張「待訪列表」，
即所謂爬行疆域，並依照此表得順序進行搜索。在研究中我們透過圖論方法來探討。圖是
由一些頂點和邊所組成的結構。設圖G所有頂點所成的集合為V (G)所有邊所成集合為 
E(G) ，若圖G中有n個頂點且任兩點都有邊相連，我們就稱圖G為n-完全圖，以K!表示。若
圖H及圖G滿足如果V(H)⊆V(G)且E(H)⊆E(G),我們稱H為G的子圖[3]，如圖5就是圖4的一個子
圖。
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最佳爬行疆域

• 假設網路爬蟲處理量沒有限制時，當 n 個相異物進行直線排列後，任取 k(k<n)個元素不完
全相同時，同時也只產生一個 cycle ，即表示僅由一隻爬蟲進行運作即可，即為單一網路 
爬蟲的最佳利用也就是解決哈密頓路徑問題（Hamiltonian path problem），據此提出定理 
20， 以優化解決廣度優先的網路爬蟲問題。 

• 定理20：當 n 個相異物進行直線排列後，只產生 1 個 cycle 的情況，所對應的爬行疆域
即達到單一網路爬蟲最佳利用。

• 證明:
  排列情況中，對於所有正整數k(k<n)，符合所有 k-錯排的排列情況，在整數分割分類中，   
只有 n 的情況，因為此分類只會產生一個 n-cycle，而在只有 n-cycle 的情況下，必不符
合 n-錯排，且符合 1-錯排~ n −1-錯排，由此得證。
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網路爬蟲改良說明
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結論與應⽤
• 由於網站常是分層進行設計的，由上而下分別是最上層的是高級功能變數名稱，之後是子功能變
數名稱，子功能變數名稱下又有子子功能變數名稱等等。因此，每個子功能變數名稱可能還會擁
有多個同級功能變數名稱，而且 URL 之間有相互連結，由此構成一個複雜的網路。由於網路爬
蟲有所謂的廣度優先演算法。

• 廣度優先搜尋法，本質是一種圖形(graph)搜索演算法。從圖的某一節點(vertex 或 node)開始
走訪，接著走訪此一節點所有相鄰且未拜訪過的節點，由走訪過的節點繼續進行先廣後深的搜尋，
它更是圖遍歷問題的一種 NP-hard。以樹(tree)來說即把同一深度(level)的節點走訪完，再繼
續向下一個深度搜尋，直到找到目的節點或遍尋全部節點。
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結論與應⽤
• 利用佇列(Queue)來處理，通常以迴圈的方式進行暴力法呈現。而此分 析方式恰好是，做網路爬
蟲過程中，可以推測深度優先演算法本質上是具遞迴性的方式的

• 本研究提出了定理，可有效改善深度優先演算法網路爬蟲瀏覽時間及提升資料覆蓋率之最佳化結
果，並透過𝐷","! , F"(K! ,j)參數及遞迴關係來達到廣度優先分散式網路爬蟲改良演算法的網路
爬蟲搜索方向。由於網路爬蟲是多面向的工具方法組成的資訊學科議題，因此若只關注某一方式
的分析話題或利用關聯分析法演算，可能無法更有效地提升原有方法的效能。由於網路中每一個
網站皆可視為一個大集合中的若干子集，每個網站中的資料又可視為子集合內的元素。因此有必
要利用各種組合數學的方式來對其進行演算改善，避免網路爬蟲陷入NP-hard 問題的局部最佳化
的分析盲點。
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結論
•這篇文章在討論分散網路爬蟲搜尋網址問題，它的本質是遍歷 
完所有的頂點且沒有重複經過，即所謂哈密頓路徑問題，是NP-
hard 問題。這篇論文由 k-錯排遞迴之性質來探討分散式網路爬 
蟲最佳化問題，最後透過電腦模擬及組合數學分析推導。

•本研究結果相當豐富，作者在各式各樣的條件下寫下遞迴式，研
究錯排個數及循環組數的特殊情形。然而其計算效率仍須進一步
電腦實證。
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研究主題：

超立方體最小控制集建構方式的探討



研究動機

• 過去對超立方體最小控制集的研究，1990年文獻證明：

• ∀ k∈ℕ , n = 2"-1，有γ(𝑄!)= 2!*"

• 1998年文獻證明：

• γ(𝑄+)=7，γ(𝑄))=12

• 2008年文獻則提出γ(𝑄!)的猜想：

• ∀ 2,*$-1 < n < 2,-1,γ(𝑄!) = 2!*,-$ - [2.!*,*.!-$
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研究動機

簡報標題 24

•起初希望透過研究控制點的排列方式，觀察是否對證明此猜想有
所幫助，而在撰寫程式得出超立方體𝑄U中的每一種最小控制集排
列時，發現每一種解之間似乎均同構(isomorphic)，且𝑄V的最小
控制集中似乎也有相同規律。因此我們希望能在知道γ(𝑄W)的各
個超立方體中找出其一般化的建構模式，並探討是否存在著同構
的現象。 



研究⽬的
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• 探討𝑄!、𝑄"、𝑄#、𝑄$最小控制集的建構模式與同構現象。

• 提出γ(𝑄%)=7更簡單的證明，並探討𝑄%最小控制集的建構模式與同構現象。

• 提出γ(𝑄&)=12更簡單的證明，並探討𝑄&最小控制集的建構模式與同構現象。

• 證明γ(𝑄')=32，並探討𝑄(、𝑄' 最小控制集的建構模式與同構現象。



研究主題：

正三角形的最小拼接



研究動機
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•「給邊長分別 為 7 、5、3 的三種正三角形，如何使用這三種
正三角形拼出另一正三角形，使其邊長達到最 小？」對此問題
甚感興趣，除了找出此問題的解外，也嘗試把「 7 、5、3 」
轉換成 「 a 、b 、c 三數兩兩互質」作為研究題目。



研究⽬的
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• 1.使用兩種不同邊長的正三角形拼出另一正三角形，使其邊長
達到最小。 

• 2.使用三種邊長兩兩互質的正三角形，利用特定拼法拼出另一
正三角形，使其邊長達到 最小。

• 3.使用三種邊長互質的正三角形，利用特定拼法拼出另一正三
角形，使其邊長達到最 小。 

• 4.使用三種任意正整數邊長的正三角形，利用特定拼法拼出另
一正三角形，使其邊長達 到最小。



研究主題：

渾「圓」有「定」— 從七圓定理
到雙心六圓的性質探討與推廣



研究動機
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• 在閱讀有關反演變換的文獻時，意外發現一個有趣、形似湯圓的圖形：在一
個大碗中放入六顆湯圓。兩兩均內切的六個小圓，若其兩相鄰均外切，則其
對應內切點連線共點，這就是「七圓定理」；雖名為「七圓」，關鍵卻在於
其中的「六圓」，如下圖。



研究動機
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•文獻上除了以不同樣貌出現外，如何尺規作圖？除了諸
線共點的性質外，我們亦發現諸點共線、諸點共圓等特
性。如果不是六個小圓而是更少圓，甚至更多圓呢？又
或同時內外切於兩個內離圓，甚至同時外切於兩個外離
圓的情形呢？於是展開本研究。



研究⽬的
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本研究試圖從七圓定理的性質探討與推廣，進而研究雙心六圓，以至多圓時
的作圖關係式及共點、共線、共圓、共錐的不變性與對偶性探討，研究問題
如下：

• 探討七圓定理的性質與多圓的推廣。

• 探討雙心六圓的作圖關係式與性質。

• 以雙心六圓的結果探討雙心多圓的性質。

• 試研究雙心多圓在兩外離圓及圓與直線的性質。

• 七圓定理及雙心多圓在球面及球體上的推廣。



研究主題：

正 n 邊形內接正四邊形之探討



研究動機
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• 在閱讀第54屆全國中小學科學展覽歷屆作品時，看到在一個正n邊形的三個
不同邊上可以內接無限多個正三角形，因此好奇：

是否在正n邊形內也都能接出正四邊形？

是否也有無限多個內接正四邊形？因此開始進行研究和探討。



研究⽬的
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• 首先利用電腦繪圖觀察是否所有的正n邊形都存在內接正四邊形，再嘗試以
數學式證明之。

• 內接正四邊形有無限多個嗎？

• 內接正四邊形是否和正n邊形有關聯性?

• 找一個尺規作圖法畫出所有正n邊形的內接正四邊形。



研究主題:

二元3平衡n字串之排列數探討



研究動機

「由 0, 1 排成長 度 𝑛 的字串，稱為二元 𝑛 字串。若一個二元 𝑛 字串中
出現字串 00 和字串 11 的個數一樣多，則稱為長度 𝑛 的二元平衡字串。
若以 𝑎𝑛 表示長度 𝑛 的二元平衡字串之個數，已知 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 2, 
𝑎4 = 4, 𝑎5 = 6，試求 𝑎𝑛 的一般公式。」解法是特例解，只有在 00- 子
字串, 11-子字串平衡的狀況下才適用，因此便想要改變作法，試圖用一個
一般化的解法來處理這個問題。此外，也想將此問題拓展，討論在 000-子
字串,111-子字串平衡時， 𝑛 位數列排列之符合個數是否也有一般解，也就
是二元 3 平衡 𝑛 字串個數是否有一般式。
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研究⽬的

• 1.原題目之非特例解。

• 2.二元 3 平衡 𝑛 字串之關係式探討。

• 3.二元 𝑟 平衡 𝑛 字串在滿足字串中無連續 r 個 0 或連續 r 個 1 時之個
數遞迴式探討。

• 4.二元 3 非平衡 𝑛 字串之關係式探討。

• 5.觀察二元 3 非平衡 𝑛 字串在改變 000-子字串及 111-子字串之差值或字
串之長度時，符合個數彼此間有何性質存在？
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研究⽬的

• 6. 階差數列中各階階差首項值之求解過程與性質。 

• 7. 將第五點推廣至二元 𝑟 非平衡 𝑛 字串。

• 8. 二元平衡 𝑛 字串、二元 3 平衡 𝑛 字串             之探討，其中
𝑆(𝑛,𝑖,0)代表 長度為𝑛的字串中滿足𝑖-0-子字串(連續𝑖個 0 所形成的子字串)
與𝑖-1-子字串(連續𝑖個 1 所形成的子字串)數目相同的個數。
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分⼯

簡報標題 40

改良式廣度優先網路爬蟲演算法之組合分析:蔡孟勳
超立方體最小控制集建構方式的探討、渾「圓」有「定」—從七圓定理到雙心六圓的性

質探討與推廣、正n邊形內接正四邊形之探討 :陳怡傑
正三角形的最小拼接、二元3平衡n字串之排列數探討、簡報整理:黃擎天

報告:陳仕銘、李柏勋
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