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題目翻譯



Problem 1

請找出所有實數(a,b,c)的組合，使得ab+bc+ca=1且a^2b+c=b^c+a=c^2a+b



Problem 2

設 n 為一正整數。在一個 2n×2n的棋盤上放置骨牌，使得棋盤的每一個格子都
恰好與一個被骨牌覆蓋的格子相鄰。對於每個 n，在這樣的放置方式下最多可以
放置多少個骨牌。

（骨牌是大小為 2×1或 1×2的方塊。骨牌放置在棋盤上時，每個骨牌恰好覆蓋
棋盤上的兩個格子，且骨牌之間不重疊。若兩個格子不同且有共同邊，則稱它
們為相鄰。）



Problem 3

三角形ABC的角CAB>角ABC，且I為三角形ABC之內心。使D為線段BC上的一
點，使得角CAD=角ABC。使ω為在A點與AC相切並經過I的圓。使X為w與abc

外接圓的第二個交點。證明角DAB的角平分線和角CXB交於一點於線段BC上。



Problem 4

設ABC為一三角形且內心為I。經過點 B 且在 I 點與 AI 相切的圓與邊 AB 相交於
點 P 。經過點 C 且在 I 點與 AI 相切的圓與邊 AC 相交於點 Q 。證明 PQ 與 

ABC 的內切圓相切。



Problem 5

設n>=2為一整數，且令a_1,a_2,...,a_n為正整數。證明存在正整數b_1,b_2,...,b_n滿足以下三個條件：
1. 對於i = 1,2,...,n，有a_i <= b_i

2. b_1,b_2,...,b_n除以n的餘數不同



Problem 6



Problem 6
在一個圓上，Alina 畫了 2019 條弦，這些弦的端點都不同。如果一個點符合以下任一條件，則該
點被視為「標記」：
(i).是 4038 個弦的端點之一

(ii).是至少兩條弦的交點。

Alina 為每個標記點標上標籤。在滿足條件 (i) 的 4038 個點中，Alina 為其中 2019 個點標上 0，
另 2019 個點標上 1。她為滿足條件 (ii) 的每個點標上一個任意整數（不一定為正數）。 沿著每條
弦，Alina 考慮兩個相鄰標記點之間的線段。（一條具有 k 個標記點的弦有 k - 1 段這樣的線段。）
她為每一段這樣的線段標上黃色標籤，其值為該段兩個端點標籤之和，並標上藍色標籤，其值為兩
個端點標籤之差的絕對值。 Alina 發現 N + 1 個黃色標籤恰好各取值 0, 1, …, N 各一次。證明至少
有一個藍色標籤是 3 的倍數。 （「弦」指的是連接圓上兩個不同點的線段。）



講解_Problem 1



Problem 1

Find all triples (a,b,c) of real numbers such that ab+bc+ca=1 
and
                 a2 b+c=b2 c+a=c2 a+b.



solution
(i) a,b,c 其中一個為0

ab+bc+ca=1  ⇒  ab=1-bc-ca

⇒ a2 b+c=b2 c+a=a-abc-a2c+c 

⇒ c(a2+b2+ab-1)=0

如果c=0⇒ ab=1 , a2 b=b ⇒ a=b=± 1

同理，如果a=0，得 b=c= ± 1 。如果b=0，得 a=c= ± 1
  因此，如果 a,b,c其中一個=0，另外兩個分別為+1和-1，就可以滿足條件。



(ii) a,b,c 均不為0

a2+b2+ab=1 –(1)
 b2+c2+bc=1 –(2) 
 c2+a2+ca=1 –(3)

(1)+(2)+(3)⇒2(a2+b2+c2)+(ab+bc+ca)=3

  ⇒(a2+b2+c2)=1

  ⇒(a+b)2+(b+c)2+(c+a)2=0

  ⇒a=b=c 代入a2+b2+ab=1

  ⇒a=b=c=±√1/3

因此，如果 a,b,c均不=0，(a,b,c)=±(√1/3,√1/3,√1/3)，就可以滿足條件。



相似的Problem1



相似的Problem 1

Find all triples (a,b,c) of real numbers such that ab+bc+ca=4
and
                 a2 b+4c=b2 c+4a=c2 a+4b.



solution

(i) a,b,c 其中一個為0

ab+bc+ca=4 ⇒  ab=4-bc-ca

⇒ a2 b+4c=b2 c+4a=c2 a+4b

如果c=0⇒ ab=1 , a2 b=b ⇒ a=b=± 2

同理，如果a=0，得 b=c= ± 2 。如果b=0，得 a=c= ± 2

  因此，如果 a,b,c其中一個=0，另外兩個分別為+2和-2，就可以滿足條件。



(ii) a,b,c 均不為0

a2+b2+ab=4 –(1)

 b2+c2+bc=4 –(2) 

 c2+a2+ca=4 –(3)

(1)+(2)+(3)⇒2(a2+b2+c2)+(ab+bc+ca)=12

  ⇒a2+b2+c2=4 

  ⇒a2+ab+b2=4 
  ⇒c2=ab

                     同理 ⇒b2=ca  & a2=bc

  ⇒a=b=c 代入a2+b2+ab=4

  ⇒a=b=c=±2/√3

因此，如果 a,b,c均不=0，(a,b,c)=±(2/√3,2/√3,2/√3)


