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第⼀次數學危機前的數學發展



史前數學

史前的⼈類就已嘗試⽤⾃然的法則來衡量物質的多少、時間的⻑短等抽象的數量關
係，如時間－⽇、季節和年。算術(加減乘除)也⾃然⽽然地產⽣了

公元前五千年左右的古埃及已經出現⽤圖像表⽰空間概念的做法。英格蘭和蘇格蘭
的巨⽯遺址中，也有⼈認為融⼊了圓形、橢圓形等幾何結構

⽬前公認最早、無爭議的數學史料來⾃古巴⽐倫與古埃及⽂明。在這些早期社會
中，數學主要應⽤於稅務、貿易、⼟地丈量與天⽂觀測等實際需求，這些應⽤也逐
漸推動了⼈類對數量、空間、時間的深⼊研究，為⽇後數學理論的發展打下基礎

以⾃然規律來衡量時間與數量 最早的數學工具之⼀

奇普
印加帝國時所使⽤的計數工具
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巴⽐倫⼈使⽤六⼗進位制，這套系統影響深遠，⾄今仍保留在我們的時間與⾓度單
位中，同時，他們也發展出類似現代⼗進位的位值制系統，左邊的數字代表較大數
值，讓加減乘除運算更有效率，然⽽，缺乏類似⼗進制的⼩數點

蘇⽶爾⼈就已建⽴計量制度，並在前2500年左右寫下乘法表和幾何習題。巴⽐倫⼈
不只擅⻑計算，還能處理分數、代數、⼀元與⼆次、甚⾄三次⽅程式，並建⽴了倒
數與近似值表格

在塞琉古時期，他們甚⾄發明了作為空位符號的「零」，雖然尚未發展出完整的數
學邏輯與證明體系，但這些成就已為後世打下深厚基礎

美索不達⽶亞地區的數學發展

古巴⽐倫時期

古巴⽐倫⼈的數學表格《普林
頓 322》，斷代為公元前
1800年寫成



萊因德數學紙草書，公元前1650年，以實⽤問題為主，具系統性的數學教
材

莫斯科紙草書，公元前1890年，內容形式接近今⽇的應⽤題

柏林紙草書6619，顯⽰古埃及⼈已能解出類似⼆次⽅程式的問題，代表他
們對代數概念已有初步掌握

以實⽤為導向，並已具備⼀定的邏輯與計算深度，在工程與⽇常管理中發揮
了關鍵作⽤

代數和幾何教材、⾯積公式、乘法除法分數的知識

古埃及時期

可知古埃及⼈已採⽤10 進位的象形符號。
荷花表⽰1000；⼿指表⽰10000；⽤蝌蚪代
表100000，因為蝌蚪能大量繁殖，取其眾多
之意

計算錐台⾯積，截斷⾓錐尺⼨的插圖



《幾何原本》⻄⽅史上第⼀個⽂字記載的系統化科學思維，有⼀套相當清楚的脈絡：
1.公理：⼀些你無法反證，因此接受它是⼀定正確的敘述，完全不去懷疑它。
2.邏輯：在你接受公理為真的基礎上，⽤來演繹⼀些結論的必然法則。
3.定理：公理透過邏輯演繹之後，所得到的結果。

⽤了五個公理跟五個邏輯⽤法，推導出四百六⼗五種定理。

強調演繹推理  從公理與定義出發 以系統性的證明

古希臘時期



被認為是將演繹推理應⽤到幾何學的第⼀⼈
在幾何學中下列的基本成果歸功於他

1.圓被任⼀直徑所平分。 
2.等腰三⾓形的兩底⾓相等。 
3.兩條直線相交對頂⾓相等。 
4.已知三⾓形兩⾓和夾邊，三⾓形即已確定。 
5.對半圓的圓周⾓是直⾓。 
6.相似三⾓形的對應邊成⽐例
引入了命題證明的思想

1.保證命題的正確性，使理論利於不敗之地。
2.揭露各定理之間的內在聯繫，使數學構成⼀個嚴密的體系，為進⼀步發展打下基礎。 
3.使數學命題具有充分的說服⼒，令⼈深信不疑

被譽為是第⼀個真正的數學家 第⼀個有署名的數學發現
泰勒斯

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%B2%E5%89%8D%E5%8F%B2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%B2%E5%89%8D%E5%8F%B2


「在一個直角三角形，斜邊的平方是兩股平方和。」

這個定理中國⼈（周朝的商⾼）和巴⽐倫⼈早在畢⽒提出前⼀千年就在使⽤，但⼀般⼈仍將定理歸屬於畢
達歌拉斯，是因為他證明了定理的普遍性。畢⽒認為尋找證明就是尋找認識，⽽這種認識⽐任何訓練所累
積的經驗都不容置疑，數學邏輯是真理的仲裁者

數學之美在於有理數能解釋一切自然現象

無理數的存在會引起對他信念的懷疑。希帕索斯經洞察⼒獲致的成果⼀定經過了⼀段時間的討論和深思熟
慮，畢⽒本應接受這新數源。然⽽，畢⽒始終不願承認⾃⼰的錯誤，卻⼜無法經由邏輯推理推翻希帕索斯
的論證。使他終⾝蒙羞的是，他判決將希帕索斯淹死

數學統治著宇宙「萬物皆數」

畢達哥拉斯



畢⽒定理：直⾓三⾓形兩邊⻑平⽅和等於斜邊⻑平⽅，卻也發覺到：邊⻑為 1 的直⾓三⾓形，其斜邊⻑無
法⽤正整數和分數這樣的有理數來表達。
√2 雖然不是有理數，卻也能⽤尺規作圖的⽅式將它畫在數線上，顯然也是數線上的⼀個點
為免讓學派基礎⽡解，畢⽒學派的⼈們維護著這個秘密。希帕索斯對外⼈洩漏了秘密，因⽽以「瀆神」的罪
名被扔到地中海裡
⼈們也將 √2 、π 這類數稱為「無理數」，在希臘時代稱為不可公度量

歐多克索斯透過「⽐例論」，緩解了這次數學危機，「兩個圓⾯積」等於「兩個正⽅形⾯積」之⽐
迴避了把無理數作為數來處理。「宇宙萬物皆為整數或整數⽐」的錯誤還是沒有解決

第⼀次數學危機—無理數的發現

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC
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https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC


戴德金分割

1872 年德國數學家戴德⾦ (Dedekind)承襲了歐多克索斯的思想、發表了⼀篇著名的論⽂

假設我們把 0 到 1 的線段切斷，切斷的斷點都是有理數，左端線段的斷點是其上最大的有理數 a、右端斷
點是最⼩有理數 b。
但中間應該要有 (a+b) / 2 的值存在

所以要麼斷點只有⼀個有理數存在，要麼不存在有理數。那不存在有理數，這條線⼜是連續的，所以是存在
什麼呢？我們稱為無理數

有理數雖然多到在數線上滿滿的、是稠密的，但它們彼此並不連續，沒辦法形成⼀個連續統 (continuum)

有理數和有理數之間的洞，都是由無理數填補起來的。這條線我們就稱為實數線，實數由有理數和無理數所
構成
確⽴的無理數在數學中的合法地位，真正徹底解決了第⼀次數學危機

連續與無理數

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC


柏拉圖⼗分強調脫離直觀印象的純理性證明，⼗分重視整數的學問，他在很大程度上繼承
了畢⽒學派的『萬物皆數』的觀點。他認為宇宙間的天體以⾄萬物都是按照數學規律來設
計的。依賴感官所感覺到的世界是混亂和迷離的，因⽽是不可靠的和無價值的，只有通過
數學才能領悟到世界的實質
柏拉圖學派主張嚴密的定義與邏輯証明，促成了數學的科學化

柏拉圖學派在數學中引⼊了分析法和歸謬法；他給出了點、線、⾯、體的定義；他對軌跡
也有較早的認識，還研究了棱柱、棱錐、圓柱、圓錐的問題。在算術⽅⾯，他們發現了級
數的不少重要性質
他的學⽣歐多克索斯發展出「窮竭法」，這是積分思想的前⾝，⽤於計算曲線圖形的⾯積
與體積。他也創⽴了⽐例論，以應對無理數與無限⼩的問題，這種⽅法在後來成為歐幾⾥
得《幾何原本》的核⼼之⼀

數學家的締造者

柏拉圖



使⽤了窮竭法求無窮級數的和，計算出了拋物線下的⾯積

求得了在當時最為精確的π值

旋轉曲⾯的⾯積公式（拋物⾯，橢球⾯和雙曲⾯）

阿基⽶德原理
阿基⽶德⽅法
他認為⾃⼰最偉大的成就，是發現球形的表⾯積和體積公式，也就是證明了球外接圓錐的
表⾯積和體積是該圓錐的2/3
計算技巧和嚴格証明融為一體，將抽象的理論和工程技術的具體應用緊密結合

和⽜頓、⾼斯並列為有史以來三個貢獻最大的數學家
阿基⽶德
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《幾何原本》有邏輯架構的作品，容易使⽤也容易參考，其中有嚴謹的數學證明系統，是
後來2300年數學的基礎
主要對象是幾何學，但它還處理了數論、無理數理論等其他課題

使⽤了公理化的⽅法。在這種演繹推理中，每個證明必須以公理為前提，或者以被證明了
的定理為前提。
這⼀⽅法後來成了建⽴任何知識體系的典範，在差不多⼆千年間，被奉為必須遵守的嚴密
思維的範例。

《幾何原本》是古希臘數學發展的頂峰。歐幾⾥得將公元前七世紀以來希臘幾何積累起來
的豐富成果，整理在嚴密的邏輯系統運算之中，使幾何學成為⼀⾨獨⽴的、演繹的科學

幾何學之父  求知無坦途

歐幾⾥得

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B8%E5%AD%B8%E8%AD%89%E6%98%8E
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https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%A4%E5%B8%8C%E8%85%8A


《圓錐》是古代最著名和⾄今保存最完好的著作之⼀。以不同⽅向平⾯切割固定圓錐⾯來
得到不同類型圓錐曲線；
將雙曲線兩⽀視為同⼀曲線；
展⽰同⼀圓錐曲線可以有各種建構⽅法⽽性質不變；
討論了圓錐曲線的交點和交點數、過定點的法線、相同和相似圓錐曲線、橢圓和雙曲
線的共軛徑等；
發現橢圓不同共軛徑平⽅和或雙曲線不同共軛徑平⽅差是常數等。

這些工作為⼀千⼋百多年後克⼘勒、⽜頓、哈雷等數理天⽂學家研究⾏星和彗星軌道提供
了數學基礎

創造了三個術語：拋物線、橢圓和雙曲線

阿波羅尼斯

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9C%86%E9%94%A5%E6%9B%B2%E7%BA%BF
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%A4%E9%BB%9E
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%B3%95%E7%BA%BF
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%A4%AD%E5%9C%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%8C%E6%9B%B2%E7%BA%BF
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%8C%E6%9B%B2%E7%BA%BF
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https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%89%BE%E8%90%A8%E5%85%8B%C2%B7%E7%89%9B%E9%A1%BF
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%84%9B%E5%BE%B7%E8%92%99%C2%B7%E5%93%88%E9%9B%B7


埃拉托斯特尼發明了尋找質數的埃拉托斯特尼篩法；計算出地球的圓周

依巴⾕被認為是三⾓函數的創始⼈，編制了第⼀張三⾓函數表，360度圓周的系統性應⽤也是⾃他開始

亞歷⼭大的海倫被歸功於發現通過三邊計算三⾓形⾯積的海倫公式，也是認識到負數可能開平⽅的第⼀⼈

亞歷⼭大港的梅涅勞斯提出了梅涅勞斯定理，是球⾯幾何的先驅

古代最完整和最具影響⼒的三⾓函數著作是托勒密的《天⽂學大成》，這是天⽂學的⾥程碑著作，其中的三
⾓函數表被隨後的天⽂學家繼續使⽤了⼀千年。利⽤三⾓法求圓內接四邊形邊⻑的托勒密定理也歸功於他本
⼈，托勒密精確計算出了圓周率為 3.1416

公元前3世紀—希臘數學的⿈⾦時代

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%96%9C%E5%B8%95%E6%81%B0%E6%96%AF
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%87%BD%E6%95%B0
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%9A%E5%8E%86%E5%B1%B1%E5%A4%A7%E7%9A%84%E6%B5%B7%E4%BC%A6
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%9A%E5%8E%86%E5%B1%B1%E5%A4%A7%E7%9A%84%E6%B5%B7%E4%BC%A6
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%B5%B7%E4%BC%A6%E5%85%AC%E5%BC%8F
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%A2%85%E6%B6%85%E5%8A%B3%E6%96%AF%E5%AE%9A%E7%90%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%90%83%E9%9D%A2%E5%B9%BE%E4%BD%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%89%98%E5%8B%92%E5%AF%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%A9%E6%96%87%E5%AD%A6%E5%A4%A7%E6%88%90


丟番圖

公元3世紀著成《算術》，開啟不定⽅程與代數符號的應⽤，對後來代數學的獨⽴發展影響深遠。他所研究
的問題類型與費⾺後來提出的大定理密切相關，成為近代數學突破的伏筆。
《算術》是⽬前已知第⼀個使⽤簡字代數系統及代數符號的⽂獻

帕普斯

最後⼀位希臘的偉大數學家，主要的貢獻有帕普斯定理和古爾丁定理，著作《數學彙編》⼀書記錄了許多重
要的古希臘數學成果，因為保存良好，在數學史上意義重大

希帕提婭

第⼀位有歷史記錄的女數學家，繼承了父親的職位，成為大圖書館的館⻑
基督教誕⽣之前，柏拉圖和畢達哥拉斯的哲學學派曾對婦女界作出重大的貢獻，就是創造⼀種有利的社會環
境，使婦女能⼼安理得地從事學術研究
早期的基督徒在很大的程度上把科學視為異端邪說，把傳播希臘傳統⽂化的⼈視為異教徒，希帕提婭因政治
與宗教衝突遭受迫害

公元250到公元350年—希臘數學的「⽩銀時代」

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%A2%E7%95%AA%E5%9B%BE
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%96%9C%E5%B8%95%E6%81%B0%E6%96%AF
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B8%95%E6%99%AE%E6%96%AF
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B8%95%E6%99%AE%E6%96%AF%E5%AE%9A%E7%90%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%A4%E7%88%BE%E4%B8%81%E5%AE%9A%E7%90%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B8%8C%E5%B8%95%E6%8F%90%E5%A9%AD
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B8%8C%E5%B8%95%E6%8F%90%E5%A9%AD


第⼆次數學危機:
（微積分的嚴謹性問題）



引⾔
微積分是研究變化的核⼼工具，廣泛應⽤於數學與物理學。

然⽽，其早期發展依賴直觀但未嚴格定義的概念，引發了
「第⼆次數學危機」（18世紀末⾄19世紀初）。

這場危機促使數學家重新審視微積分的嚴謹性，最終推動了
現代數學分析的誕⽣。





⽜頓與萊布尼茲的微積分缺乏嚴謹的數學基礎，尤其
無窮⼩量 (infinitesimals) 概念模糊

被定義為「⽐任何實數⼩但⾮零」
計算有效，但邏輯不嚴密

極限、連續、導數、積分 依賴直覺，缺乏嚴格定義
隨微積分廣泛應⽤，邏輯缺陷逐漸顯現

微積分嚴謹性的質疑:



⽜頓的流數法
     使⽤無窮⼩增量描述變化率。
     無窮⼩量有時被視為⾮零，有時⼜視為零，邏輯不⼀致。
萊布尼茲的符號微積分
     引⼊ dx、dy 等記號。
     dx 不能為零（否則 dy/dx 無意義），但⼜在推導過程中被忽略。

無窮⼩量的邏輯困境



⾙克萊的批評
1734 年，他在《分析學家》中批評微積分的邏輯漏洞。
並且將將無窮⼩量稱為：
「幽靈般的不存在量（ghosts of departed quantities）」



⾙克萊的批評-(舉例)
以函數 y = x 的導數為例，以如下商數進⾏微分：2

令 Δx 趨近於0，得到導數dy/dx=2x



問題的⽭盾點

在第⼀步，Δx不能為0 (否則分⺟為0)

在第⼆步，Δx⼜被當作0 (直接忽略他)



解⽅
18世紀，達朗⾙爾（dʼAlembert）提出⽤「極限」取代無
窮⼩，但未嚴格定義。

⽽後，經過柯⻄、魏爾斯特拉斯、戴德⾦等⼈的定義及理論
才完善了微積分的理論。



在1821年的《分析教程》（Cours d'Analyse）中，柯西⾸次給出極限的明確定義：

「當⼀個變量的值無限趨近於某個固定值時，如果其與這個固定值的差可以變得任意
⼩，那麽這個固定值就稱為該變量的極限。」

  範例:數列的極限

柯⻄（Cauchy）的極限觀念 - 1

此定義已包含「任意接近」的核⼼思想，成為現代極限理論的雛形。



「若函數 f(x) 在 x→a 時無限趨近 L，則 L 為 f(x) 的極限。」
          此思想後來由魏爾斯特拉斯發展為 ε-δ定義。

重新定義導數的定義

柯⻄（Cauchy）的極限觀念 - 2、3

明確指出 h 趨近於 0 ⽽⾮等於 0，巧妙避開⾙克萊悖論。



魏爾斯特拉斯不滿⾜於柯⻄「無限趨近」的直觀描述，他在19世紀中葉提出：

「函數 f(x) 在x→a 時的極限是 L，若且唯若，
對於任意 ϵ>0，存在δ>0，使得當 0<∣x−a∣<δ 時，有 ∣f(x)−L∣<ϵ。」

這個定義完全消除了「運動」或「趨近」的直觀概念，純粹⽤ 靜態 的不等式
描述極限，成為現代數學分析的標準語⾔。

魏爾斯特拉斯的ε-δ語⾔

εδ
同時魏爾斯也嚴格定義了函數的連續性以及近⼀步提出
均勻收斂、均勻連續、等等概念。



若極限是微積分的基礎，則實數是極限的基礎。
戴德⾦和康乃爾



將所有有理數 Q 分為兩類 
(A,B)：

A（下集）：所有⼩於某數的有理數
B（上集）：所有大於等於某數的有理數

切割點 即代表⼀個實數（可能是無理數，如 √2)

例如：有理數 q 满⾜ q**2<2 和 q**2≥2 的分割對應√2

意義
    填補有理數的「空隙」，嚴謹定義實數的連續性。
    為微積分的極限理論奠定基礎。

戴德⾦分割  - ⽤ 「分割」 定義實數



基於極限理論，導數與積分被嚴格定義

  導數:
  

  積分(黎曼積分):
  

微積分最終建⽴在嚴謹的數學基礎上。



 這場危機促使數學家從「計算的正確性」轉向「邏輯的⾃洽性」。
例如:
 定理「連續函數在閉區間上必有最大值」的證明，不再依賴圖像，
⽽是需以實數完備性及ε-δ語⾔形式論證，
⽽論證的證明依賴於實數的完備性，這與數列極限概念密切相關。
 
第⼆次數學危機的解決也直接導致了「現代分析學」的誕⽣，影響了從
數學、物理到各個領域的發展。
 
「數學教育」也從重視計算技巧轉向重視定義、邏輯與證明技巧。
數學的本質也從「⾃然科學的工具」轉變為較為「形式系統的研究」。
數學的哲學觀念也出現分歧，例如形式主義、直覺主義與邏輯主義。

第⼆次數學危機的意義與影響



第三次數學危機：
計算機時代的邏輯挑戰



回顧數學發展中的危機及其意義

點明其核⼼與計算機科學的關聯

邏輯主義的困境、哥德爾不完備性定理、圖靈停機問題

引⾔



前兩次數學危機

邏輯主義:試圖將所有數學建⽴在邏輯之上

當時數學界的樂觀態度，認為可以找到⼀個完備且⼀致的數學體系。

背景：數學基礎的探索



哥德爾不完
備性定理

圖靈停機問
題

危機的爆發：邏輯主義的挑戰



哥德爾不完備性定理
第⼀不完備性定理:

任何包含基本算術的相容的形式系統，都必然
包含⼀些命題，這些命題在這個系統內既不能被證明為真，也不能
被證明為假，我們稱之為不可判定命題。

第⼆不完備性定理:
進⼀步指出，任何包含基本算術的相容的形式系統都不能證明⾃⾝
的相容性。換句話說，⼀個⾜夠複雜的數學體系無法證明⾃⼰內部
沒有⽭盾。這徹底粉碎了希爾伯特提出的通過形式化⽅法證明整個
數學體系⼀致性的宏偉計劃



圖靈停機問題

圖靈停機問題的核⼼是：是否存在⼀個通⽤的算法，能夠判
斷任意給定的程序和輸⼊是否會在有限時間內停⽌運⾏？



總結第三次數學危機的主要影響：
動搖了邏輯主義作為數學唯⼀基礎的地位。
促使數學家和邏輯學家對數學基礎進⾏更深⼊
的反思和研究。
催⽣了新的數學哲學流派和邏輯體系。
深刻影響了計算機科學的理論基礎，例如算法
的界限、可計算性理論等。

危機的影響與啟⽰



總⽽⾔之，第三次數學危機是⼀場深刻的
邏輯危機，它以羅素悖論為開端，並通過
哥德爾不完備性定理和圖靈停機問題等重
要成果⽽深化。它揭⽰了數學和邏輯內在
的局限性，動搖了試圖為數學尋找絕對可
靠基礎的努⼒，並深刻影響了計算機科學
的理論發展。雖然這是⼀場危機，但它也
促使我們對數學的本質進⾏更深層次的思
考，並推動了數學和相關學科的進⼀步發
展。正如歷史所昭⽰的，數學的危機往往

正是其進步的契機。

結論



Thank you!
感謝觀看


